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논문개요

본 논문은 옵션의 가격결정 모형인 CRR 이항나무,RB (또는 JR)이항

나무,CRR 삼항나무, 삼항나무 모델의 블랙-숄즈 편미분방정식과 일

치성(consistency)이 있음을 보이고 또한 푸리어 변환을 이용한 폰 노이만

분석을 통해 이항,삼항나무 모델의 안전성(stability),수렴성(convergence)과

수렴속도를 비교 분석한다.마지막으로 수치적 계산을 통해 이항,삼항나무

모델로 계산한 옵션가격은 블랙-숄즈 방정식의 해로 수렴함을 보인다.
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Ⅰ.서 론

마코위츠(HarryMarkowitz)[18]가 1952년에 쓴 박사학위 논문인 '포트폴

리오 선택(PortfolioSelection)'은 금융에 수학적 초석을 마련하였다.그는

보통주(株)들에 대한 기대수익(expectedreturn)과 위험(risk)으로 해석되는

표준편차(standarddeviation)를 이용해 분산투자(diversification)의 개념을

수량화 하였다.그는 위험의 크기가 주어졌을 때 최대의 기대수익을 내는

포트폴리오를 최적화시키는 방법을 보여 주었다.지금은 금융이론에 확률

미적분(stochasticcalculus)이 사용되고 있고,위험 관리가 현대 금융이론

과 실제 계량금융의 기초 테마이다.

머톤(RobertMerton)[22]은 1969년에 확률미적분(stochasticcalculus)을

금융이론 연구에 도입하였다.머톤은 고전 경제학의 equilibrium의 문제인

금융시장에서 가격결정이 어떻게 이루어지는 지 이해하고 규명하기 위하여

확률미적분이라는 도구를 사용했다.

머톤의 연구와 동시에 블랙(FisherBlack)과 숄즈(MyronScholes)[5]는

머톤의 도움을 받아 유명한 옵션가격 공식을 유도했다.이 연구로 1997년

에 노벨 경제학상을 받았다.이 옵션가격 공식은 유럽형 콜옵션의 공정가

격을 결정하는데 사용된다.1979년부터 1983년 사이에 해리슨(Harrison),

크레프스(Kreps),플리스카(Pliska)[13,14]는 연속 확률과정의 일반이론을

이용하여 블랙-숄즈 옵션가격 공식에 견고한 이론적 기반을 제공했고 이

를 이용해 수많은 파생상품의 가격을 어떻게 결정 하는지를 보였다.

보일(Phelim Boyle)[8]은 옵션가격 결정을 랜덤 자산 경로의 시뮬레이션

과 연관시켰다.그는 가능한 미래 자산의 수많은 경로를 찾고 그 옵션의



-2-

이득을 평균함으로써 옵션의 공정가격을 결정하는 방법인 몬테카를로 시뮬

레이션(MonteCarlosimulation)방법을 연구했다.

확률미적분을 이용하여 유도된 블랙-숄즈 식은 편미분방정식을 풀어야

하는 복합함이 있지만 1979년에 콕스(JohnCox),로스(StephenRoss),루

빈스타인(MarkRubinstein)[10]은 사칙연산만을 사용하는 간단한 앨고리듬

을 이용하여 구할 수 있는 이항나무(BinomialTree)방법을 보여 주었다.

이항나무 방법은 옵션가격을 결정하는 정확하고 직관적으로 매력적인 도구

이다.이 방법은 기초자산의 시간적 변동에 따라 모델링된다.이항나무 모

델은 기하학적 브라운 운동의 근사모델이며 현재 자산가격이 일 때 

시간간격 동안 오를 경우의 자산가격은 확률 로 ,내릴 경우의 자산가

격은 확률 로 라 가정하고 만들어진다.이항나무 모델의 주요한 내용

은 연속 과정을 랜덤 워크로 이산화한 것이고 위험중립세상에서 가격을 결

정하는 것이다.만기일까지 시간간격의 크기가 이 되면 연속적인 자산가

격의 변화를 나타낸다[29].초기자산가격이 주어지면 만기일까지 각 나무의

자산가격과 확률이 결정되고,만기일의 옵션이득을 초기값으로 하고 역으

로 계산하여 옵션 가격이 된다.

삼항나무 모델은 이항나무 모델과 비슷하며 시간 후의 자산가격의

변화는 각각 확률 ,,로 ,,라 가정하고 만들어진다.이 모

델은 보일(Boyle,1986)에 의해 처음으로 소개되었고 이항나무 모델의 정

밀성과 수렴속도를 증가시킨다.

논문[19]에서는 경로 종속인 추가 변수를 도입하여 유럽형 및 아메리칸

형의 경로 종속적인 옵션에 대해 이항나무 방법이 편미분방정식 방법을 이

용해 수렴함을 보여준다.

본 논문은 옵션의 가격결정 모형인 이항,삼항나무 모델이 어떻게 유도
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됨을 살펴보고 블랙-숄즈 편미분방정식과 일치성(consistency)이 있음을

보이며 또한 수렴성(convergence)과 수렴속도를 비교 분석한다.폰 노이만

분석을 통해 격자모델의 안정성을 분석한다.마지막으로 수치적 계산을 통

해 이항,삼항나무 모델로 계산한 옵션가격은 블랙-숄즈 방정식의 해로 수

렴함을 보인다.

논문은 제 1장은 옵션의 정의를 다루고,제 2장은 옵션의 가격결정모델

을 소개하며 제 3장은 이항,삼항나무 모델인 격자 모델에 대한 분석 및

구현으로 이루어져 있다.
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Ⅱ.본 론

1.옵션의 정의

(1) 옵션의 유래

옵션거래의 시작은 17세기 경 네덜란드의 튤립 투기 붐이 일어나던 때부

터 존재하게 되었다.이와는 달리 아주 먼 그리스 시대부터 시작했다는 이

야기도 전해지며 철학자 탈레스의 일화를 그 예로 들 수 있다.

그리스에 밀레투스 지역에는 탈레스라는 이름의 철학자가 있었다.그는

매우 가난하였는데 주위에서는 이러한 그를 조롱하였다.그런 조롱이 싫었

던 탈레스는 자신의 가난은 스스로 선택한 것이라고 증명해 보이고 싶어

했다.그러던 어느 날 탈레스는 점성술로 그 해의 날씨를 예측하여 올리브

가 대풍작을 이루게 될 것이라고 예상을 하였다.그는 올리브 열매가 열리

기 전에 그 지역에 있는 모든 압착기 소유주에게 선금(옵션가격)을 주고

그가 필요할 때 언제든지 압착기를 빌릴 수 있는 권리를 샀다.그리고 압

착기를 실제로 빌리는데 필요한 대여금(행사가격)도 압착기 주민들과 협상

을 통해 결정을 해 두었다.마침내 올리브 수확기가 되었을 때 그가 예상

한대로 올리브는 대풍작이 되었고 압착기 소유주들에게 미리 협상한 대여

금을 지불하고 그 지역에 모든 압착기를 빌려 두었다.올리브 생산자들은

엄청나게 수확된 올리브를 가공하기 위해 압착기가 필요했으나 압착기를

가지고 있는 사람은 오직 탈레스 한 사람뿐이었다.탈레스는 자신이 지불
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한 대여금보다 훨씬 높은 가격을 압착기 대여금으로 책정하여 놓았지만,

올리브 생산자들은 울며 겨자 먹기로 압착기를 빌릴 수밖에 없어 그 결과

탈레스는 막대한 돈을 벌고 그 이후로는 누구도 탈레스를 가난하다고 이야

기하지 않았다.

또한 현대적 의미의 옵션거래는 네덜란드의 튤립 투기 붐이 일었던 17세

기경이다.1630년대에 네덜란드에서는 튤립재배가 유명하였고 많은 사람들

이 튤립재배로 돈을 벌고 있었는데 작황에 따라 가격변동 폭이 커짐에 따

라 재배 자들과 중개업자들은 안정적인 가격으로 거래하는 방법을 찾게 되

었다.이 때 옵션을 이용하게 되었는데 튤립을 매입할 중개인들은 콜(Call)

을 매입함으로서 일정기간에 정해진 가격으로 튤립을 매입할 수 있게 되었

고,튤립 재배자는 풋(Put)을 매입함으로서 일정한 가격에 팔 수 있게 되었

다.

주식을 대상으로 하는 옵션거래는 1690년대에 런던에서 최초로 시작되었

고 그 후 뉴욕의 월가에서 점두거래 형태로 거래되던 19세기 말부터 현대

적인 옵션거래로 발전하게 되었다.

(2)옵션의 개념

옵션이란 선택할 수 있는 권리로 파생상품에서의 옵션은 이와 비슷한 개

념으로 말하면 특정 대상물을 장래의 지정된 날 또는 그 이전에 일정한 가

격으로 사거나 팔 수 있는 권리를 부여한 ‘선택권’을 매매하는 것이 옵션거

래이다.

1)콜 옵션 -살 수 있는 권리(CallOption)
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콜 옵션을 매수한 사람은 사전에 정한 가격(행사가격)보다 높은 가격으

로 시장에서 해당 상품이 거래 될 경우,그 권리를 행사함으로서 싼 값에

상품을 구입할 수 있다.그러나 해당 상품의 가격이 사전에 정한 가격보다

낮게 시장에서 형성되는 경우는 그 권리를 포기하거나 시장의 가격을 따를

수밖에 없다.옵션은 권리이지 의무는 아니기 때문에 옵션을 매수하는 사

람은 해당 옵션을 매도한 사람에게 일정한 구입의 대가를 지불해야 하는데

이를 ‘옵션 프리미엄’이라고 한다.

2)풋 옵션 -팔 수 있는 권리(PutOption)

풋 옵션을 매수한 사람은 사전에 정한 가격(행사가격)보다 낮은 가격으

로 시장에서 해당 상품이 거래될 경우,그 권리를 행사함으로서 비싼 값에

상품을 팔 수 있다.그러나 해당 상품의 가격이 사전에 정한 가격보다 높

게 시장에서 형성되는 경우에는 콜 옵션처럼 권리를 포기하고 시장의 가격

을 따르는 것이 유리하다.

3)옵션 매수자와 매도자

옵션 매수자는 콜(Call)과 풋(Put)의 구분이 없이 ‘선택권’이 있기 때문에

자신에게 유리한 경우에만 행사하고 불리하면 포기하는 것이 가능하다.반

면에 옵션 매도자는 옵션 매수자로부터 프리미엄을 받았기 때문에 권리행

사에 반드시 응해야 할 의무를 갖는다.옵션의 매수자가 권리를 행사하지

않는 경우에는 옵션 매도자는 이미 받아둔 프리미엄이 이익이 되고,권리

를 행사하는 경우에는 손실을 책임질 수 있도록 하고 있다.
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(3)옵션의 분류

옵션은 기본적으로 상품을 정해진 가격에 살 수 있는 권리인 콜(Call)옵

션과 팔 수 있는 권리인 풋(Put)옵션으로 구분하듯이 권리행사 가능시기,

기초자산에 따른 분류,행사가격과 상품의 가격에 따른 구분 등으로 다시

분류할 수 있다.

1)권리행사 가능시기에 따른 분류

옵션의 매수자가 권리를 만기일 이전에 아무 때나 행사할 수 있는 것과

만기일에만 행사할 수 있는 것에 따라 구분한다.유럽형 옵션(European

Option)은 권리행사를 만기일에만 행사가 가능한 옵션으로 우리나라

KOSPI옵션이 해당 된다.반면에 미국형 옵션(AmerocanOption)은 옵션의

만기일을 포함하여 그 이전에 언제라도 자신에게 유리하다면 권리의 행사

가 가능한 옵션이다.현물 옵션(PhysicalOption)은 현물을 기초자산으로

하는 옵션으로 일반적인 옵션이다.선물 옵션(FuturesOption)은 선물계약

을 기초자산으로 하는 옵션으로 권리 행사시 선물계약이 유효해지는 옵션

이다.예를 들면 우리나라의 3년물 국제선물옵션으로 콜 옵션을 행사하는

경우 선물 매수 포지션이 생기게 된다.

(4)옵션의 손익구조

옵션을 매수하는 목적은 이익의 가능성을 무한대로 열어두되 손실 폭을

일정한도(옵션의 프리미엄)로 제한하기 위한 것이다.따라서 살 권리와 팔

권리인 콜(Call)옵션과 풋(Put)옵션에 따라 서로 다르며 다시,콜 옵션의

경우 매수(Long)와 매도(Short)에 따라 손익이 달라지게 된다.
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1)콜 옵션 매수의 경우 (LongCall)

콜 옵션을 매수하는 경우 기초자산의 가격이 행사가격보다 클 경우 이익

이 되며,그 이익은 현물의 시장가격(최종정산가격)에서 행사가격을 뺀 차

액만큼으로 된다.반대로 현물가격이 행사가격보다 낮을 때에는 그 차액이

마이너스가 되더라도 이미 옵션 매수 시에 지급한 프리미엄으로 한정되기

에 더 이상의 책임이 따르지 않는 것으로 한다.

2)콜 옵션 매도의 경우 (ShortCall)

콜 옵션을 매도한 사람을 다른 말로 콜 옵션 발행자라고도 하며,해당

옵션을 매수한 사람으로부터 권리행사에 반드시 응해야 하는 의무의 대가

로 옵션 프리미엄을 받게 된다.이 경우 옵션의 행사가격보다 기초자산의

가격이 작아서 옵션을 행사하지 않는 경우 이미 받은 프리미엄이 이익이

되고,반대로 기초자산의 가격이 행사가격보다 높아 매수자가 옵션을 행사

하는 경우 현물가격에서 행사가격을 뺀 차액만큼 손실을 보는 손익구조로

되어 있다.

3)풋 옵션 매수의 경우 (LongPut)

풋 옵션을 매수하는 경우 손익의 구조는 콜 옵션의 경우와 반대로 기초

자산의 가격이 행사가격보다 작을 경우 이익이 되며,그 이익은 행사가격

에서 현물가격을 뺀 차액만큼이 된다.반대로 현물가격이 행사가격보다 높

을 때에는 콜 매수와 마찬가지로 풋 옵션 매수 시에 지급한 프리미엄으로

한정되기에 더 이상의 책임이 따르지 않는 것으로 한다.

4)풋 옵션 매도의 경우 (ShortPut)

풋 옵션을 매도한 사람은 콜 옵션 매도자처럼 해당 옵션을 매수한 사람
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으로부터 권리행사에 반드시 응해야 하는 의무의 대가로 옵션 프리미엄을

받게 된다.이 때 콜 옵션 매도와의 차이는 옵션의 행사가격보다 기초자산

의 가격이 클 경우 매수자가 옵션의 권리행사를 포기하게 되어 의무가 면

제 되므로 이미 받은 프리미엄만큼 이익이 되고,반대로 기초자산의 가격

이 행사가격보다 낮아 매수자가 옵션을 행사하는 경우 행사가격에서 현물

가격을 뺀 차액만큼 손실을 보는 손익구조로 되어 있다[1,2,3,4].

2.옵션의 가격결정모델

옵션가격결정이론은 시장에서 형성되는 옵션 프리미엄에 해당하는 이론

가를 산출하는 모델로서,옵션가격결정요인에 대응하는 옵션가격을 결정하

는 모델이다[15,26,27,28].지금까지 개발될 모형은 수십 가지가 넘지만 그

중 가장 많이 쓰이는 모델로는 이항나무 모형,블랙-숄즈 모형,몬테카를로

시뮬레이션 모형 등이 있다.블랙-숄즈 모델은 해석모형의 대표적인 모델

로 전제하고 있는 가정을 하나씩 완화하여 일반화시킨 모형들과 주식시장

외에 선물시장,외환시장,금리시장 등에 확대 응용한 것으로 분류된다.

옵션가격을 구하기 위하여 수치제어 접근방법을 사용한 모형을 수치 모

형이라 하는데 이러한 모형의 대표적인 것이 이항나무모형이다.이 모형은

최적 근사치의 값을 얻을 때까지 반복계산을 하는 방식을 쓰고 있다.

(1)이항나무 모델

가)단일기간 모델
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단일기간 이항나무모델에서 단일기간의 시작시간은 ,끝시간을 이라

하자.약간 찌그러진 동전을 던졌을 때 앞면()이 나올 확률이 ,뒷면()

이 나올 확률이    라 하자[25].시간 에서의 주식가격을 ,시간 

에서의 주식가격을 동전을 던진 결과에 따라  , 라 하

자.빌리는 이자율이나 대출 이자율 은 같다고 가정한다.시간 에서는

알 수 있고 시간 에서 알 수 없는 어떤 결과를 ‘무작위적(random)이다’라

고 말한다.예를 들면 동전을 던져서 나온 결과는 무작위적 결과라고 할

수 있다.차익거래(arbitrage)란 초기자금 으로 시작하여 돈을 잃을 확률

은 이고 돈을 벌 확률이 양인 거래전략(tradingstrategy)을 말한다.

두 양수  를




, 



정의하고 항상 를 만족한다고 가정하자.또한 차익거래를 배제하기

위해서

  

라 가정하자.주식가격은 양이어야 하므로  .만약 ≥이면 초기

자금 없이 은행에서 돈을 빌려 주식 주를 산다.시간 1에서  

 이므로 어떠한 경우에도 빌린 돈을 갚고도 돈이 남아 차익거

래가 생긴다.≤이면 주식을 공매한 돈 로 은행에 예금한다.시간

1에서  ≤≥이므로 의 돈

으로 시중에서 주식을 사서 공매를 청산하고도 돈이 남아 차익거래가 생긴

다.
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단일기간 이항나무모델에서  , , 


,그리고  


라 하자.

그러면  , 가 된다.유로피언 콜옵션의 행사가격을 

라 가정하자.시간 에서 초기자금  을 가지고 주식   


주를

산다고 가정하자.그러면 주 가격이 이므로 


주를 사기 위해서는

  


×이므로 금융시장에서 을 대출을 하면 시

간 에서   


×이 되므로 을 갚아야 한다.

시간 에서 주식과 금융시장으로 구성된 포트폴리오의 가치 은 동전을

던진 결과에 따라

 


  ,

 


  

가 된다.

어떠한 경우에도 시간 에서 포트폴리오의 가치는 옵션의 가치와 일치한

다.즉,

  
,  



식으로서 주식과 금융시장을 이용해 옵션의 가치를 복제(replicate)할 수

있다.위와 같은 옵션을 판 사람은 주식이 오르는 경우 손해를 보게 되는

의 위험(risk)을 없앨 수 있다(hedge).옵션의 가치를 복제하는데 필요한

초기자금  이 시간 에서 콜옵션(행사가격 )의 공정가격이 된

다.

만약 옵션가격이   이라 가정하자.옵션 매도자는 을 금융시

장에 투자하고 로 헷지를 한다.시간 1이 되면 헷지하고도 금융시장에

투자한 돈 × 가 남아 차익거래가 생긴다.만약 옵션가격

이   라 가정하자.이 경우에 옵션을 매입하면 차익거래가 생긴
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다.우선 


주를 공매(shortselling)하여 × 의 돈을 만든다.로

옵션을 사면 의 돈이 남는데 이 돈을 두개로 쪼개어,즉 과 로

나누어 금융시장에 각각 투자한다.시간 에서 동전을 던진 결과가 라

하자.공매를 청산하기 위해 ×


 의 돈이 필요하다.또한 옵션을 행사

하면 의 이득이 생기고 금융시장에 투자한 의 돈은 로 불어난다.이

돈 로 공매 청산을 하고도 금융시장에 투자한 의 돈이 남아 차익거

래가 생긴다.시간 에서 이면 옵션의 가치는 이고,공매를 청산하기 위

해 ×


 의 돈이 필요하다.예금한 은 로 불어나므로 이것으로 공

매를 청산하면 의 돈이 남아 차익거래가 생긴다.이 단일기간 이항모

델을 만족하는 주식를 기초자산으로 하는 행사가격인 유럽형 콜옵

션의 공정가격(옵션 프리미엄)을 결정해 보자.

시간 0에서 콜옵션 1개를 매도하고 주식 주를 매입한 포트폴리오를

고려해 보자.시간 에서 동전을 던진 결과가 이면 주식의 가치는 이

고,옵션의 가치는  이므로 매도자의 포트폴리오의 가치는

이다.옵션매도자는 을 손해를 보게 된다.시간 에서 동전을 던진

결과가 이면 주식의 가치는 이고,옵션의 가치는  이므로

매도자의 포트폴리오의 가치는 이다.따라서 일 때 포트폴리오의 가

치와 일 때 포트폴리오의 가치를 같게 하는 를 선택하면 이 포트폴리

오는 위험이 없다.즉, 에서 에 관해서 풀면   


가 된

다.

시간 0에서 옵션의 가치를 라 하면 시간 0에서의 포트폴리오의 가치

(또는 포트폴리오를 구성하는데 드는 비용은)는

×  


× 이다.

차익거래가 존재하지 않을 때 무위험 포트폴리오의 수익률은 무위험이자율
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이어야 한다.시간 1에서의 포트폴리오 가치의 현재가치가 시간 0에서의

포트폴리오의 가치가 같아야 하므로

 


 


×.

따라서 옵션의 가치는  .이것이 옵션가격이다.

일반적으로 오를 때와 내릴 때의 옵션의 가치를 각각  라 하

면 시간 1에서의 포트폴리오의 가치는

 또는 가 된다.

 이 되는 를 선택하면

 





.

따라서 시간 1에서의 포트폴리오 가치의 현재가치가 시간 0에서의 포트폴

리오의 가치와 같게 하면

 


. (2.1)

(2.1)식을 에 관해 풀면

 
 




 





⋅








 







 
.

여기서 와 는  


  


이다.

  을 만족하면     그리고  .

 


, , 


이면 위험 중립확률 와 는   


 가 된다.
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또한, 





 이므로






 




  


 .

즉,    .위험중립가정하에서는 이는 시간 에서의 주식가격의

기대치는 현재 주식가격이 무위험이자율로 증가한 값이다.

리스크중립인 확률  로 만기일 에서 옵션의 기댓값을

구해보면 앞면이 나왔을 때의 가치는  이고 내렸을 때의 가치

는  이므로

만기일 옵션가치  ×


×


 



가 된다.

만기일 옵션가치의 현재가치,즉

만기일 옵션가치  


×


 

가 옵션가격이 된다.

이는 만기일에 옵션의 가치를 복제하는 포트폴리오의 초기자금 와 일

치함을 알 수 있다.완성시장(completemarket),즉 파생상품의 완전 헷지

가 가능한 시장에서는 리스크중립인 확률이 유일(제2자산가격정리)하기 때

문에 옵션가격은 유일하게 결정된다. 제1자산가격정리(The first

fundamentaltheorem ofassetpricing)란 위험중립확률이 존재하는 시장

모델에서는 차익거래가 존재하지 않는다는 것을 말한다.

리스크 측면에서 살펴보면 유로피언 콜옵션 매도자(seller)는 매입자

(buyer)가 옵션을 행사( )하게 되면 ( )의 손실을 보게 되는

위험(risk)에 처하게 된다.하지만 옵션 매입자의 가장 큰 손실은 지불한

옵션가격이다.옵션매도자는 초기자금 (옵션가격)를 가지고 노출된 위험

을 헷지해야 한다.옵션매도자는 이 초기자금 을 이용하여 만기일에 현

금과 주식으로 옵션의 가치를 복제하는(replicate)포트폴리오( )구성이
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가능하다.

   
라 하면 시간 에서의 옵션의 가치가 된다.는 시간 에

서의 옵션매도자가 구성한 포트폴리오의 가치다. ,

을 만족하는 초기자금 와 거래일   에서 사야 할 주식

수 를 결정하려 한다.

,

⇔ 


  


  .

위 식을 풀면  ,  


이 된다.

초기자금 와 거래일   에서 산 주식수가 라 하면 현금 

가 남는다.시간 1에서 주식과 현금으로 구성되는 포트폴리오의 가치는

  .

이제 ,을 만족하는 초기자금 와 를 선

택하고자 한다.

첫 번째 식 로부터






, (2.2)

두 번째 식 로부터






. (2.3)

×(2.2)()×(2.3)하면









.

여기서  




 ≡





  (2.4)

을 만족하는 을 선택하면
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 




≡






 . (2.5)

(2.4)식으로 부터

 




  


이므로

 


,  


.

또한 (2.2)-(2.3)하면 사야할 주식수 는

    

  
.

(2.5)의 현금만 있으면 완전 헷지가 가능하므로 이득이 인 옵션의 가격

은  




 이어야 한다.

나)다중기간 이항모델

 






  …

위험중립세상에서 다중기간 이항모델에서 시간 에서 던진 동전의 결과

가  ⋯이고 그때의 자산가격이 ⋯이라 하면 위험중립확
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률(risk-neutralprobability),는 다음을 만족하는 확률을 선택한다.

 ⋯


⋯

⋯.

여기서  


  


을 만족한다.

표기를 간단히 하기 위해서


   ⋯  

 ⋯
⋯

라 정의하면

 
  . (2.6)


  은 시간 까지의 정보하에 의 조건부 확률을 의미한다.

(2.6)식의 양변을 으로 나누면











 


.

따라서 위험중립 세상에서는 시간 까지의 정보만을 가지고 시간 에

서 할인된 주식가격의 기댓값은 시간 에서의 할인된 주식가격임을 나타

낸다.

(2)블랙-숄즈 방정식 모형

옵션가격 결정 모형 중 가장 잘 알려지고 큰 비중을 차지하는 것은 1973

년 블랙(BlackFischer)과 숄즈(MyronScholes)에 의해 발표된 블랙-숄즈

옵션가격결정이론이라고 할 수 있다.이 공식은 발표 후 금융상품 분야의

발전에 큰 공헌을 하였다.그 이전의 연구가 객관적이지 못한 투입변수에

의해 결정되는 모형을 제시하여 실제상황에서 응용성이 없는 모형이었던

것과 달리,블랙-숄즈 공식은 객관적인 독립변수를 사용한 모형을 제시함

으로써 실제 시장에서 이용할 수 있는 유용한 결과를 제시하게 된 것이다.
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블랙-숄즈의 옵션가격결정모형은 기초자산가격,잔존만기,행사가격,변

동성 등의 다섯 가지 변수에 의해 정형화 되었다.이처럼 이 모델은 표준

편차를 제외한 네 개의 결정변수에 대해 최소한으로 의지하고 있는 장점이

있어 학계나 투자가들에게 아직까지도 그 인기를 유지하고 있다.다시 말

해서 변동성(표준편차)을 제외한 네 개의 변수의 경우는 직접적으로 관측

이 가능할 때 변동성(표준편차)의 추정이 가장 중요하다 하겠다.

옵션가격은 기초자산의 가격과 시간이 함수형태로 나타낼 수 있는데,기

초자산의 가격이 어떤 구체적인 확률적 과정을 따른다고 가정함으로써 옵

션가격의 변화를 나타내는 식을 도출할 수 있다.블랙-숄즈 모형의 출발점

은 장래주가는 불확실 하지만 연속적으로만 변화한다면 기초자산의 매입과

콜옵션 매도포지션을 적절하게 혼합하여 무위험 포트폴리오를 만들 수 있

고 그것의 수익률은 무위험시장 이자율과 같을 것이라는 이론이다.

파생상품의 가격결정문제를 논하기 위하여 기초자산과 무위험자산의 움

직임에 대한 가정을 포함하여 다음과 같은 몇 가지 가정을 한다.

[가정1] 기초자산의 가격은 대수정규분포하며 기하학적 브라운운동

(GeometricBrownianMotion)을 따른다.

[가정2]기초자산의 배당금 지급은 없다.배당금 지급이 미리 알려져 있는

경우 이 가정은 완화될 수 있다.

[가정3]두 개의 자산들은 연속적으로 거래가 가능하다.

[가정4]거래비용,세금,공매도(Short-selling)에 대한 제약이 없다.

[가정5]차익거래 기회가 존재하지 않는다.이는 무위험포트폴리오의 수익

률은 무위험 이자율이어야 한다는 것을 의미한다.

[가정6]기초자산의 가격과 금리의 변동가능성은 옵션의 잔존 기간 동안

일정하다.
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옵션을 평가하는데 쓰인 블랙-숄즈 옵션가격결정이론을 식으로 나타내

면 다음과 같다. ,,,을 각각 기초자산가격,옵션의 행사가격,기초

자산의 변동성,무위험이자율이라 하고,를 옵션가격이라 하면







  





.

를 콜옵션가격이라 하면 초기값은  
이고 그 해는

 
.

여기서 는 표준정규분포의 누적분포함수이고 은

  ln



 ,  , .
만약 가 풋옵션의 가격이라 하면 초기값은  


이고 그

해는


 .

[가정1]에서 기초자산(S)이 기하학적 브라운운동(Geometric Brownian

Motion)을 따른다는 가정은 기초자산의 가격 변화가 다음과 같은 확률과정

(StochasticProcess)을 따른다는 것을 의미한다.




 (2.7)

여기서 는 기초자산가격의 추세 변화율,는 기초자산가격변화율의 표준

편차를 나타내며,는 위너과정(WienerProcess)으로서 다음과 같은 특성

을 갖는다.

  

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은 평균이 이고 분산이 인 표준정규분포이다.즉 는 평균이 이고

분산이 인 정규분포를 가지며,시간에 대해 독립적이다.위 식에 의하면

기초자산의 움직임이 결정적 요소와 확률적 요소로 구성됨을 알 수 있다.

블랙-숄즈 모형이 가장 매력적인 점은 옵션가격결정을 위한 변수가 기초

자산의 변동성을 제외하고는 시장에서 쉽게 구할 수 있다는 점이다.그러

나 실제 시장에서는 동일한 기초자산을 가진 옵션이라도 만기와 행사가격

에 따라 변동성이 변하기 때문에 변동성을 측정하는데 문제가 된다.특히

블랙-숄즈 모형에서는 기하학적 브라운운동을 따른다고 가정하는데 이러

한 동일한 기초자산을 가지는 옵션이 만기나 행사가격에 따라 가격이 다르

다는 점은 실제로는 가격이 기하학적 브라운운동을 따르지 않는다고 할 수

있다

기하학적 브라운운동은 블랙-숄즈 옵션가격결정모형이나 확장된 모형의

가장 핵심적인 내용이다.그러나 실제시장의 주가수익률은 정규분포를 가

지지 않는다.이는 주가수익률이 평균치에 가깝거나 변동이 클 가능성이

기하학적 브라운운동이 제시하는 것보다 더 크며,주가 수익률 분포의 끝

이 정규분포보다 두껍다는 것을 의미한다.

블랙-숄즈 모형은 주가변동이 식(2.7)를 따른다고 할 때 주식매입과 콜

옵션 매도를 적절하게 결합한 무위험 포트폴리오의 가치 변화식으로부터

옵션가치변동에 대한 미분방정식을 도출하여 얻어진 것이다.이 미분방적

식의 해석적 해를 얻기 위해서 위와 같은 가정을 사용했는데 이것의 블랙

-숄즈 모형의 단점이 되기도 한다.예를 들면 주가 움직임이 연속적이라는

가정은 주가가 갑작스런 폭락이나 폭등을 할 경우 모형을 적용할 수 없다.

또한 변동성이 일정하다는 가정은 시간이 경과함에 따라 변동성이 커지거

나 작아지는 경우를 고려하지 않은 것이다.또 무위험수익률은 옵션만기까
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지 일정하다고 가정하는 등 여러 가지 약점이 있다.

이와 같은 블랙-숄즈의 옵션가격결정모형은 가정에 있어서 제약성이 존

재함에도 불구하고 옵션가격을 다섯 개 변수에 의해 정형화하였다는 점에

서 의외의 결과를 찾을 수 있다.위의 모형에서 표준편차를 제외한 네 개

변수의 경우는 직접적으로 관찰이 가능하며 결국 표준편차의 추정만이 가

장 중요한 과제가 된다.

(3)몬테카를로 시뮬레이션 모델

몬테카를로 시뮬레이션(MonteCarloSimulation)[20]모델은 컴퓨터의 도

움으로 확률변수의 장래를 예측하는 수치적 접근 방법이다.확률론의 개척

자들이었던 도박사들이 여러 번의 임의 추출을 바탕으로 특정한 카드의 조

합이 나올 확률을 직접 계산했던 중세를 시초로 1949년 과학자 폰 노이만

(JohnvonNeumann)과 울란(Stanislaw Ulan)이 맨하튼 프로젝트의 하나

인 미국의 원자폭탄 개발 계획에서 핵물리학 방정식을 푸는 과정에 일련의

난수를 반복적으로 방정식에 대입하는 방법으로 해를 구할 수 있음을 발견

하게 되었고 이 비밀작업의 암호명을 몬테카를로 시뮬레이션(MonteCarlo

Simulation)이라 칭하였다고 한다.

이는 고려할 요인이 아주 많고 또한 그 요인 중 불확실한 것이 있는 경

우 종래의 수식적인 방법을 적용하기 어려운 경우에 유용한 수단으로 이용

이 되고 있다.특히 파생상품의 가격을 계산하는 경우 해를 구하는 것이

쉽지 않다.따라서 금융이나 재무 쪽에서는 위험을 추정하거나 상품의 가

격을 추정하는데 몬테카를로 시뮬레이션을 많이 이용하고 있다.
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(4)이항나무 모델과 기하학적 브라운운동

가)브라운 운동(Brownian Motion)

(a) 대칭랜덤워크(Symmetric Random Walk)

  동전을 계속하여 던졌을 때 나타나는 결과를   …  …로 나타

내자. 여기서 은 번째 동전을 던졌을 때의 결과이다. 와 를 다음과

같이 정의하자.           

                      

  
      

그리고   ,     
 



 k…라 정의하자. 이,  …를

대칭 랜덤워크(symmetric random walk)라 한다.

                    

                  

                     Fig. 2.1 대칭 랜덤워크 

  양의 정수     ⋯이 존재하여 확률변수들 
 


,  




, ⋯ , 


이 독립(independent)일 때 이 확률변수들은

독립증분(independent increment)을 갖는다고 한다. 증분(increment) 
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


 
  



은 시간 와  사이의 랜덤 워크의 위치 변화를 나

타낸다. 
의 평균과 분산은 다음과 같다.

          


  
  



   
  



×

×

 ,           

         
  ×


×


 이므로

          


 
  



 
  



 .

(b) 축조된 대칭 랜덤워크(Scaled Symmetric Random Walk)

  축조된 대칭 랜덤워크는 가 정수이면

               
 


라 정의하고, 

 가 정수가 아니면  ≤≤을 만족하고 과 를 정수가 되게 하는 

에 가장 가까운  를 선택하여

          ,  






라 정의한다.

  일반 랜덤워크와 같이 축조된 대칭 랜덤워크는 독립 증분을 가진다. 즉,

     ⋯ 이고 가 정수이면

 (W (n)
(t1)- W

(n)
(t0)), (W

(n)
(t2)- W

(n)
(t1)), ⋯,

 (W (n)
(tm)- W

(n)
(tm - 1))이 독립적이다. 

  예를 들면,  확률변수 (W
(100)

(0.2)- W
(100)

(0))는 처음 번 던

진 동전의 결과에 따라 값이 정해지며, (W (100)
(0.7)-W

(100)
(0.2))

는 그 다음 번 던진 동전의 결과에 따라 값이 정해진다. 와   
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( ≤)가 정수라 하고 W
(n)
(t)- W

(n)
(s)의 평균과 분산을 구해보

자.

      W (n)
(t)- W

(n)
(s)=

1
n
(M nt- M ns)=

1
n

∑
nt

i= ns+ 1
X j

 이

므로        

Var[W (n)
(t)- W

(n)
(s)]=

1
n

∑
nt

j= ns+ 1
Var(X

2
j) 


    가

된다. 

예를 들면, Var[W (100)(0.7)- W (100)(0.2)]=
1
100

⋅50= 0.5가 된다. 

또한 를 까지의 모든 정보라고 하면

          


  
 ,

           
   

 


을 만족하므로  는 마틴게일이다.

 ≥이고, 가 정수라 하면 시간 까지  의 이차변분은

       
  



 
 

 


                  
  









  






  

이다.

 는 시간 까지의 경로에 따른 계산이며,    

이지만 모든 가능한 경로의 평균값으로 서로 차이가 있다.

  이제 예를 들어 축척된 랜덤워크 의 확률을 구해보자. 시간

  일 때 


가 가질 수 있는 값들은  ⋅ 

번 동전을 던졌을 때 나타날 수 있는 값을 말한다. 앞면이 번이면

 , 뒷면이 번이면  , 앞면이 번 뒷면이 번이면

 , 앞면이 번 뒷면이 번이면  ,...., 앞면이 번 뒷면이

번이면  , ... , 앞면이 번 뒷면이 번이면  이다. 따라



-25-

서,M25
은 와 사이의 홀수 정수를 취할 수 있으므로

 는

       -2.5, -2.3, -2.1, .... , -0.3, -0.1, 0.1, 0.3, ...., 2.1, 2.3, 2.5

의 값들을 취할 수 있다.

  이 되기 위해서는 번 시행중 번의 앞면 ()과 

번의 뒷면 ()이 나와야 한다. 따라서

            W    . 

그리고 의 평균과 분산은 각각

   VarW  .

아래 그림 2.1은 의 분포를 히스토그램으로 나타낸 것으로 평

균이 , 분산이 인 정규분포로 수렴함을 알 수 있다.

                        

                     

                      Fig. 2.1  의 그래프   
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                     Fig. 2.2  의 분포

정의 2.1  적률함수(momentum generating function) 와 특성함수

(characteristic function) 는 다음과 같이 정의된다.

          
  

∞

∞

,

          
  

∞

∞

.

또한,    의 관계가 있고,

      

 
∞

∞

       (Fourier Inversion Formula).

예를 들어 표준정규분포 의 적률함수와 특성함수는 각각   





이고   
 




.

정리 2.2  ≥에 대해 이 커지면  의 분포는 평균이 , 분산이 

인 정규분포로 수렴한다. 
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증명) 표준정규분포의 확률밀도함수 







의 적률함수

(momentum generating function)  는

      
∞

∞

 

 
∞

∞

exp
 

             







 
∞

∞

exp
 

             





이다.

또한  ′,  ″ 임을 알고 있다. W (n)
(t)에 대한 적률함

수 는

    
   




  

 exp






  

 



exp




            





















 












이다. 윗식에 로그

를 취하고 극한을 취하면

lim
→∞

ln lim
→



log 

= tlim
x→0

u[(eux- e- ux)/2]

2x[(e
ux
+ e

- ux
)/2]

                


lim
→



lim
→
 



                


.

따라서 lim
→∞

ln 


가 된다. 즉, lim

→∞

 





임을 보였다.     

  
라 두면 퓨리에 역공식에 의해서

          
∞

∞

   

가 되어 의 분포는 평균이 , 분산이 인 정규분포로 수렴한다. 
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(c) 이항나무 모델의 극한인 대수정규분포(Log-Normal 

     Distribution) 

  시간 구간 에서의 이항나무 모델의 극한은 블랙-숄즈 편미분방정식

유도에서 사용된 주식가격 변화의 모델인 기하학적 브라운 운동이 된다. 

가 정수가 되게 와 을 선택한다고 가정하자. 는 양의 실수이다.

 


  


으로 잡으면 위험중립확률(risk-neutral 

probability)은  이라 가정할 때 다음과 같다.

            





  q


 .    

시간 에서의 주식가격(stock price)은 초기주식가격 와 번의 동전을

던졌을 때 나타나는 결과들에 의해 결정된다.

를 번 중 앞면이 나온 횟수,를 번 중 뒷면이 나온 횟수라 하면

             .                                     (2.8)

그러면 랜덤워크 는

             
  



 가 된다.                      (2.9)

(2.8)와 (2.9)로 부터   


    


 로 나타내어

진다. 오름 요소가 , 내림 요소가 인 모델에서 시간 에서의 주식가격

(stock price)은

            


 
 




 



 (2.10)

로 표현되어짐을 쉽게 알 수 있다.

정리 2.3 식(2.10)의 는 이 커짐에 따라

                  exp 



로 수렴한다. 단, W(t)는 평균이 , 분산이 인 정규분포를 하는 브라운운
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동이다.

증명)  ln를  근방에서 테일러 전개하면

     ln ′ 


″  


. 

따라서

     ln(1+
σ

n)=
σ

n
-
σ 2

2n
+O(n- 3/2),                            

     ln(1-
σ

n)=-
σ

n
-
σ2

2n
+O(n- 3/2) 이므로

lnln


 ln

 

 ln

 
       ln


 







            


 







       ln




, 


  

       ln


 . 

따라서 을 무한대로 보내고  lim
→∞

 이라 하면

             lim
→∞

lnSn t   ln


.  

그러므로 lim
→∞

Sn(t)   exp 

.                  

정리 2.3은 이항나무 모델의 극한은 기하학적 브라운운동임을 나타내며

이 식은 블랙-숄즈 편미분방정식의 기초자산의 가격에 대한 [가정1]이 말

하는 미래 자산가격은 대수정규분포(Log-NormalDistri-bution)를 따른다

는 것과 일치한다.
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3.격자 모델에 대한 이해 및 구현

(1)격자모델의 블랙-숄즈 방정식과의 관계

이항나무 모델의 자산변동은 기하학적 브라운운동의 근사(approximat-

ion)이므로 짧은 시간간격 동안 현재 자산가격이 가  로 오르고

 로 내리는 두 가지 경우를 가정한다.로 오를 때의 전이확률

(transitionprobability)을 라 하면 로 내릴 때의 전이확률은  

가 된다.이항나무 모델이 수렴하기 위해서 다음과 같은 조건들을 가정한

다.

(ⅰ)점프(jump)는 자산가격의 크기와는 독립적이다.

(ⅱ)이항분포의 평균은 대수정규분포의 평균과 같다.

(ⅲ)이항분포의 분산은 대수정규분포의 분산과 같다.

(ⅳ)확률 와 는   ,  이어야 한다.

자산가격이 대수정규분포(lognormaldistribution)을 따른다고 가정하면

평균과 분산은 각각

  
,    

 
 

이므로 가정으로부터

 
 ⇒  

, (3.1)




 
   

 
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⇒ 
 

, (3.2)

 ,  . (3.3)

네 개의 미지수 ,,,에 세 개의 식이 존재함으로  의 조건을

추가하면 모든 미지수를 구할 수 있다.

(3.3)식을 (3.1)식에 대입하여 에 관해 풀면

 

 
. (3.4)

이다.(3.2)식으로부터


 

  . (3.5)

(3.1)식을 (3.5)식에 대입하여 정리하면




 

  .

근의 공식을 이용해 에 관해 풀면

 

 .

이상인 항들을 무시하면

 

  

로 나타낼 수 있다. 조건

 는 자산가격이 오르고 내리든지,내리고 오르든지 하면 본래 가격으

로 되돌아오는 역할을 하며 꼭 이런 조건일 필요는 없다.위에서 구한 ,

,를 만족하는 모델이 콕스,로스,루빈스타인 모델(CRR)이다[10].또한

  라 두고 식 (3.1),(3.2),(3.3)을 만족하는 , 를 구하면

의 오차를 무시하면

  
,

  
 

가 된다.이것을 랜들만-바터(Rendleman-Bartter,RB) 모델이라 한다

[17,21].또한 RB모델은 위험중립세상에서 주식가격 가 기하학적 브라운
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운동






을 따른다는 조건으로부터 구할 수 있다. 이또 보조정리에 의해 기하학적

브라운 운동은

 ln 
 

로 변환된다.따라서 양변을 적분하면

ln 
 .

그러므로   ln 
 , ln

가 된다.

을 기간 동안의 연속복리 수익률이라 하면

 
.

따라서  ln 
 이므로  

 가 된다.,

 이므로

lnln 
 ,


ln

lnlnln
  ln ln

ln 
.

위의 두 식을   라 두고 ,d에 관해 풀면

 
,  



가 된다.

에 관해 테일러 전개를 하면 다음과 같다.

 
 


,

 
 


,
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 

 
 




 


,

   


 

 


,

 
,




 .

정의 3.1  가 주어진 편미분방정식(partialdifferentialequation)이고

  가 주어진 유한 차분식(finitedifferencescheme)이라 하자.만약

가 무한번 미분이 가능한 매끈한 함수(smoothfunction)에 대해

→,→이면 →

을 만족하면 유한차분식은 편미분방정식과 일치성이 있다(consistent)라고

한다.

단계 콕스-로스-루빈스타인(CRR) 이항나무 방법을 고려하자.

이라 하고  를 자산가격 와 시간 에서의 옵션가격이라

하자.그러면

    


. (3.6)

이제 ,,를 각각 다음과 같이 정의하자.




,

 
 ,




 


 

 




 . (3.7)

,를 근방에서 테일러 전개하면





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


 


 ⋯.

  
 





 



 


 





⋯






 





 



 

 


tOt⋯














 


 


⋯






.

는







 


 


⋯

와 같이 표현되므로 가 된다.

따라서 다음 정리가 성립한다.

정리 3.2 이항나무 방법 (3.6)은 그에 대응하는 포물선 편미분 방정식

(3.7)과 일치성이 있다.

를 근방에서 테일러 전개하면









⋯이므로







.

마찬가지로 계산하면
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 








, (3.8)

 









. (3.9)

(3.8)식에서 (3.9)식을 빼고 정리하면







.

(3.8)식과 (3.9)식을 더하고 정리하면







.

블랙-숄즈 편미분 방정식 (3.7)에서 라 두고 변수변환  ln를 하면












 

. (3.10)


라 하고 (3.10)식을 유한 차분식으로 나타내면


















 



 






.

위의 식을 
에 관해 정리하면




 




 



 

 




 
 

 . (3.11)

(3.11)에서 



 이라 두면 



 


이고 





이므로




 






 
 


 

 
   (3.12)






 
  

 
 

가 된다.따라서 다음의 정리가 성립한다.

정리 3.3이항나무 방법 (3.6)은 의 오차로 유한차분식 (3.12)와 대
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등하다(equivalent).

  →인 적분가능한 함수라 하자.의 푸리에 변환(Fouriertransform)

는



 
∞

∞

 

로 정의된다.또한 푸리에 역 변환 공식(FourierInversionFormula)은



 
∞

∞



로 정의된다.

격자 함수(gridfunction)는 격자점에서 정의된 함수를 말한다.격자 간격이

인 격자점에서 정의된 격자 함수   ……에 대한 푸리

에 변환과 푸리에 역변환 공식은





∞

∞

,  

 




.

정의 3.4 ( -노름)격자 간격이 인 격자점에서 정의된 격자 함수

  ……와   → 인 적분가능한 함수에 대해

  h 
m ∞

∞

vm



,   
∞

∞




로 정의된다.


을 유한차분식 






 
  (3.13)

의 해라고 하자.그러면 (3.13)식에 푸리에 역변환 공식




 






, 을 적용하여 정리하면












이 된다.
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또한 





라 두면 


 


가 된다.



 


 


⋯


의 관계식을 만

족한다.일반적으로 

 


의 관계식을 만족하며

를 증폭 요소(amplificationfactor)라 한다.

정리 3.4(파스발 정리(ParsevalTheorem))

  ,   .

여기서  




.

  














이므로 ≤이

면 파스발의 정리에 의해

  ≤






  


  .

유한차분식의 해  의 노름은 초기값 의 노름보다 항상 같거

나 작게 되어  의 값은 안정적이 된다.

정의 3.5(안정성(Stability))다음 조건

 ≤

을 만족하는 ,,와 독립적인 상수 가 존재하면 상수 계수를 가진

단계 유한차분식이 안정적(stable)이라고 한다.

 ≤ 인지를 알아보면

 



 




coscossinsin

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


pu
 pd

pupdcos


 





cos.
→일 때 →cos 

 ≤이므로 가 충분히 작으면

 ≤ 이 되게 할 수 있다.

여기서   





,   





, 





.

따라서 를 작게 잡으면 유한차분식 (3.12)는 안정적이다.

정의 3.6(잘 제기된(well-posed)문제)편미분방정식의 초기값  문

제가 잘 제기되었다(well-posed)란 것은 어떠한 해 가

 ≤, ≤≤

를 만족하는 상수 가 존재하는 것이다.

정리 3.7(락스의 대등정리(Lax̀sequivalencetheorem)[8])잘 제기된 선
형 초기값 편미분방정식을 근사하는 유한차분식이 안정적(stable)이고 일치
성(consistent)이 있을 필요충분조건은 수렴한다(convergent)는 것이다.

락스의 대등정리에 의해 이항나무모델 (3.6)은 를 적당히 작게 잡으면

수렴한다.

(2)삼항나무모델을 이용한 옵션 가격과 유한차분식
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BTM TTM

Fig.3.1CRR-BTM과 CRR-TTM의 관계

삼항나무 방법(TTM)은 이항나무모델(BTM)의 확장이며 개념적으로 비

슷하다.현재 자산가격이 일 때 기간 후의 자산가격이 ,,라 하

면  , , 라 가정한다.보통   의 조건을 만

족한다.시간 에서의 자산가격이 일 때의 확률은 ,자산가격이 일

때의 확률은 ,자산가격이 일 때의 확률은 라 한다.단지 세 가지 경

우만 있기 때문에 확률들은 다음을 만족해야 한다.

 ,≤≤

자산가격이 대수정규분포(lognormaldistribution)를 따른다고 가정하면
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평균과 분산은 각각

  
,    

 
 .

따라서

 
 ⇒  

. (3.14)




 
 

   
 

⇒ 


 
. (3.15)

여섯 미지수에 세 식이 존재한다.조건   , 를 추가하더라도 식

의 개수보다 미지수의 개수가 더 많다.이는 경제적 의미가 있는 삼항나무

방법이 많이 있을 수 있다는 것을 의미한다.삼항나무 방법은 보일(Phelim

Boyle)에 의해 처음 소개되었고 이항나무보다 빠르게 수렴한다.CRR이항

나무 모델에서 2단계 시간 단계를 적용하면 삼항나무 1단계 모델을 만들

수 있다.

그림 으로부터 삼항나무방법의 오름 요소 ,내림요소 는 각각

 
  

, , 
  

이며,




, 
, ,  

.

CRR 삼항나무방법의 단계(시간 간격은 )는 이항나무방법의 단계(시

간 간격은 )와 같다.그러므로 삼항나무방법은 이항나무방법의 시간간

격의 수보다 그 반만 함으로써 같은 정밀성(accuracy)을 같게 되고 같은

수의 시간 간격을 사용할 때는 삼항나무방법의 정밀성은 증가한다.

테일러 전개를 하면 ,는 각각

  






  

,

  


 



  


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가 되고   


이 된다.

(3.11)에서





 


이라 두면 




 


이고 


 


이므로

(3.11)은




 














  
 

 



  
 









  (3.16)

 


 
 

가 된다.

와 를




,

 
 라 두고

테일러 정리를 이용해 계산하면 삼항정리 방법은 


가 된다.따라서 삼항나무 방법 (3.16)은 의 오차로 유한차분식

(3.12)과 대등하고(equivalent)또한 삼항나무 방법 (3.16)은 그에 대응하는

포물선 편미분 방정식 (3.7)과 일치성이 있다.

 
 를 만족하는 또 다른 삼항나무 모델을 만들어 보자.식

(3.15)과 (3.14)로부터


 





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 

  .

위의 식을 에 관해 풀면   


가 된다.을 (3.14)와 (3.15)에

대입하고 ,에 관해 풀고 테일러 전개를 하면 ,는 각각

  






  

, (3.17)

  


 



  

 (3.18)

가 된다.

(3.11)에서




 


이라 두면 


 


이고 


 


이므로

(3.11)은




 







 




  
 

   


 
 









  (3.19)

 


 
 이 된다.

이제 (3.19)의 증폭 요소(amplificationfactor)를 계산해 보자.(3.19)에 푸리

에 역변환 공식




 






, 

을 적용하면



 








 





 







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

 








 






 .(3.20)

(3.20)의 양변의 피적분함수가 같아야 하므로


  












 




.

 


 라 두고 절대값의 제곱을 계산하면

   
cos

cos.

,가 (3.17)과 (3.18)을 각각

  





,   





, 

 



 
이라 두면

  





cos


cosh.

만약 →일 때

→




cos


cosh≤


 .

따라서 이 삼항방법은 적당히 작은 를 잡을 때 작은 가장 큰 증폭요소

가 ,에 관계없이 이므로 안정적이다.

또한 ,가 각각

  





,   


 


,  

 



 
인 경우의 삼항방법은 적당히 작은 를 잡을 때 가장 큰 증폭요소가 ,

에 관계없이

lim
→

  




cos 


cosh≤



이므로 안정적이다[6,7,11,12,17,19,24].

(3)격자모델의 수치적해의 블랙-숄즈 방정식의 해에의 수렴성
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N BS BTM-CRR TTM-CRR TTM-3 DerivaGem

     

     

     

     

     

N BS BTM-CRR TTM-CRR TTM-3 DerivaGem

     

CRR 이항나무 방법에서 유도된 CRR 삼항나무 방법의 증폭요소가

lim
→

≤를 만족하고,오름 요소를  
로 두고 유도된

삼항나무 방법의 증폭요소는 lim
→

≤…이므로 값이 작아짐

에 따라 뒤의 삼항방법이 더 빠르게 블랙-숄즈 방정식의 해로 수렴한다.

또한 CRR이항나무 방법으로 유도된 CRR삼항나무 방법은 CRR이항나

무방법보다 시간간격의 수보다 그 반만 계산함으로써 같은 정밀성

(accuracy)을 갖게 된다.표 3.1과 표 3.2는 블랙-숄즈 방정식의 해,이항나

무,삼항나무 모델로 계산한 해와 헐[15]의 소프트웨어(DerivaGem)로 계산

한 해를 나타낸 것으로 이항나무모델(BTM)의 값과 데리버젬(DerivaGem)

으로 구한 값이 일치한다.기간의 삼항나무모델(BTM-CRR)의 값은 

기간의 이항나무모델(BTM-CRR)의 값과 같음을 알 수 있다.

표 3.1    , , ,
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     

     

     

     

표 3.2  ,, , ,

다음 그림 3.2(a)와 3.2(b)는 초기 주식가격

 , 행

사가 격

, 무

위험 연속 복 리

율  , 변

동성  , 만

기일  


년 (개월)인 유로피언 콜옵션(무배당 주식)의 가격을 앞 절에

서 다루었던 이항,삼항나무 모델을 수치적으로 계산한 것을 그래프로 나

타낸 것이다.아래의 격자 모델들의 수치적해는 블랙-숄즈 방정식의 해

로의 수렴성을 보여준다.이 그래프들은 Maple13응용프로그램

으로 계산한 결과를 그린 것이다.
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Fig. 3.2 (a) CRR-

B T M의 옵 션 가

격 Fig.3.2 (b )

CRR -TTM 의 옵

션가 격

그 림 3.2 (a)와 (b)는 각각 이항나무 모델

(CRR-BTM)과 삼항나무 모델(CRR-TTM)이 블랙-숄즈 방정식의 해로 수

렴함을 보여주고 있다. 다음 그림 3.3(a)와 3.3(b)는 초기 주식가격

 ,행사가격 ,무위험 연속 복리율  ,변동성  ,

만기일  


년 (개월)인 유로피언 콜옵션(무배당 주식)의 가격을 그래

프로 나타낸 것이다.

Fig.3.3(a)CRR-BTM의 옵션가격 Fig.3.4(b)CRR-TTM의 옵션가격
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Fig.3.4 5기간 BTM

그림 3.4와 3.5는 주식가격  ,행사가격 ,무위험 연속 복리율

 ,변동성  ,만기일 년(개월)을 다섯 기간으로 나누어

옵션가격을 계산한 것으로 헐[15]책의 부록인 데리버젬(DerovaGem)으로

그린 것이다.  (36.5일)이 되며  
 ,  



가 된다.또한  가 될 확률은  


가 된다.

만기일 에서의 주식가격은 위에서부터 
 ,


 ,

 ,
 ,

 
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
 가 되고 만기일의 콜옵션의 이득은 

이므로 차례로

,,,,,가 된다.시간 에서의 옵션의 가치

를 하나 구해보면  ××  가 된다.

마찬가지로 하면 나머지 격자에서 옵션의 가치가 구해진다.시간 에서의

옵션가치는  ××  로 이것이 옵션

가격이다.

Fig.3.56개월 전 만기일 자산가격에 따른 옵션가격

Ⅲ.결 론

이항나무 방법 및 삼

항나무는 블랙-숄즈 편미분 방정식과 일치성이 있으며 대등함을 알 수 있

었다.CRR이항나무 방법으로 유도된 CRR삼항나무 방법이 CRR이항방
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법보다 더 빠르게 블랙-숄즈 방정식의 해로 수렴함을 알 수 있었다.또한

CRR삼항나무 방법은 CRR이항나무방법보다 시간간격의 수보다 그 반만

함으로써 같은 정밀성(accuracy)을 갖는다. 삼항방법은 CRR삼항나무

방법보다 이론상 약간 빠르게 블랙-숄즈 방정식의 해로 수렴하지만 계산

상 큰 차이점을 발견할 수 없었다.안정성에서는 이항나무 방법보다 삼항

나무 방법이 안정적임을 알 수 있었다.
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ABSTRACT

A StudyofOptionPricingModel:ConvergenceofBinomial
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andTrinomialTreeModels

Chang,YuJung
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SupervisedByKim,JuHongPh.D.

Weinvestigatetherelationship between latticemodels,i.e.,binomial

model, trinomial model and the Black-Scholes partial differential

equation.The continuous limit of lattice modelis the geometric

Brownianmotionwhichagreeswiththeassumptionofassetpricein

Black-Scholes PDE derivation.We show that lattice models are

consistentwiththefinitedifferenceschemediscretizedBlack-Scholes

partialdifferentialequation.Alsoweinvesticatethestabilityoflattice

models,andtheconvergence andthespeedoftheconvergenceviathe

Von Neumann analysisusing theFouriertransform.Weshow that

trinomialmodelis more stable and converges fasterthan binomial

model.


	Ⅰ. 서   론  
	Ⅱ. 본   론 
	1. 옵션의 정의 
	(1) 옵션의 유래 
	(2) 옵션의 개념 
	(3) 옵션의 분류 
	(4) 옵션의 손익구조 

	2. 옵션의 가격결정모델 
	(1) 이항나무 모델 
	(2) 블랙-숄즈 방정식 모델 
	(3) 몬테카를로 시뮬레이션 모델 
	(4) 이항나무 모델과 기하학적 브라운운동 

	3. 격자 모델에 대한 이해 및 구현 
	(1) 격자모델의 블랙-숄즈 방정식과의 관계 
	(2) 삼항나무모델을 이용한 옵션 가격과 유한차분식 
	(3) 격자모델의 수치적해의 블랙-숄즈 방정식의 해에의 수렴성 


	Ⅲ. 결   론 


