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논 문 개 요

다변량분석(Multivariateanalysis)은 다변량 데이터의 변수들 간 상관관계를

이용하여 차원의 수를 축약하는 통계적 분석방법이다.그중에서도 주성분분석

(PrincipalComponentAnalysis:PCA)은 연속형 독립변수들의 선형결합을 통

해 원데이터가 내포한 정보의 대부분을 설명하고 의미 있는 주성분이란 새로

운 결합변수를 탐색하는 분석방법이다.

주성분분석의 목적은 다차원데이터에 대한 정보의 손실을 최소화하는 소수

의 주성분을 선택하여 차원을 축소하는 것으로서 적절한 주성분의 개수를 추

정하는데 있어서 여러 가지 방법들이 연구되어왔다.방법들은 크게 두 분류로

나눠질 수 있는데 분포의 가정이 필요한 병렬분석,바틀렛의 구형성검정이나

분포의 가정이 필요하지 않은 탐색적 방법으로 카이저규칙과 산비탈그림과 같

은 방법 등이 널리 쓰이고 있다.

본 논문에서는 고차원 행렬간의 상관성 척도인 수정된 RV계수를 기반으로

적절한 주성분의 개수를 추정하고 그 개수가 적절한지에 대해 모의실험과 실

제자료에 적용시켜봄으로서 효율성을 평가하였다.그 결과 관측치의 수보다

변수의 수가 더 큰 경우에 수정된 RV계수를 이용한 주성분개수 결정방법이

기존의 방법보다 우수함을 확인하였다.
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제 1장 서 론

다변량분석(Multivariate analysis)은 변수들 간의 인과관계(casual

relationship)를 규명,분석하거나 변수들 간의 상관관계를 이용하여 변수를 축

약(reduction),개체들을 분류(classification)하는데 관련된 분석방법이다.일반

적으로 협의의 다변량분석이란 후자를 일컬으며 변수와 개체의 수가 많은 대

용량이고 복잡한 데이터에 대한 분석방법이다(권세혁,2008).

그중에서도 주성분분석(PrincipalComponentAnalysis:PCA)은 연속형 독립

변수들의 선형결합을 통해 의미 있는 새로운 결합변수인 주성분(principal

component)을 탐색하고 원데이터에 대한 정보의 손실을 최소화 하여 차원을

축소하는 분석방법이다.주성분분석의 목적은 원데이터의 정보를 가장 많이

설명하는 즉,정보의 손실을 최소화하는 적절한 개수의 주성분들을 선택함으

로써 차원을 줄이는 것이다.제 1주성분은 원데이터의 정보를 가장 많이 반

영하는 독립변수들의 결합이 되고 나머지 주성분들도 순차적으로 남은 정보를

최대한 설명하는 독립변수들의 선형결합이 된다.결국 독립변수의 수만큼 생

성된 주성분들은 원데이터의 정보를 모두 다 설명하고 서로 독립인 새로운 독

립변수들이 된다.

주성분의 적절한 개수를 추정하는 방법들에 대해 많은 연구 진행되어왔다

(Jackson,1991;Peres-Neto,2005;Jolliffe,2002).기존의 방법들은 자료행렬의

상관행렬로부터 고유값,고유벡터를 구하고 이를 이용하여 주성분의 개수를

구하는 것이 대부분이었다.하지만 이러한 방법들은 변수들 간의 상관계수,개

체,차원 수에 매우 민감한 결과를 보이는 것으로 알려졌다(Peres-Neto,

2005).이와 같은 단점을 보완하기 위해 상관행렬이 아닌 행렬간의 상관성 척

도인 RV계수를 이용한 새로운 개수결정방법이 제안되었다(Dray,2008).특이

값분해(SingularValueDecomposition:SVD)를 이용해 원자료행렬의 근사
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(approximation)자료행렬과 잔차를 구하고 이들간의 RV계수인 RVDIM을 산

출하여 순열검정(permutationtest)을 기반으로 주성분의 수를 정하는 방법이

다.그러나 일반적으로 RV계수는 차원이 클수록 행렬간의 상관계수를 과대

추정되는 경향이 있는 것으로 알려져 있다.이와 같은 단점을 보완하기 위한

방법으로 고차원의 자료행렬간의 상관성의 척도로 수정된 RV계수가 제안되었

다(Smilde,2009).

본 논문에서는 고차원의 자료행렬간의 상관성 척도인 수정된 RV계수를 주

성분의 개수 탐색에 활용하는 방법을 제안하고자 한다.제안한 방법의 효율성

을 살펴보기 위해 RVDIM을 이용한 프로세스와 수정된 RV계수를 이용한 새

로 제안할 방법인 수정된 RVDIM을 모의실험과 실제자료 분석을 통해 서로

비교해보고자 한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다.2장에서는 주성분의 개수를 추정하는 기존

방법론들을 소개하고,3장에서는 RVDIM과 수정된 RV계수를 소개하고 수정

된 RVDIM을 제안한다,4장에서는 RVDIM과 수정된 RVDIM을 이용하여 주

성분의 개수가 알려져 있을때 얼마나 정확히 주성분의 개수를 추정하는 모의

실험을 실시하여 결과를 비교해본다.5장에서는 실제자료에 대해 적용하여 결

과를 살펴보고,6장에서는 본 연구의 한계점 및 향후 연구방향을 제시한다.
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제 2장 주성분분석 방법론

주성분분석의 목적은 서로 밀접한 관계가 있는 다수의 독립변수들로 구성된

다차원 데이터를 정보의 손실을 최소화하면서 차원의 수를 줄이는 것이다.주

성분분석은 독립변수들의 선형결합을 통해 서로 독립인 주성분이라 불리는 새

로운 독립변수들을 생성하고,그중에서 소수의 주성분들을 선택함으로써 원데

이터의 정보를 최대한 반영하며 차원을 축소하는 방법이다.

원데이터의 공분산행렬(또는 상관행렬)로 부터 고유값,고유벡터를 구하여

원데이터의 정보의 양인 변동성의 크기를 구하고 그 값을 기반으로 주성분을

선택하는 방법이 널리 쓰이고 있다.고유값이 클수록 주성분의 기여도가 크고

기여도가 큰 주성분은 변동성의 많은 부분을 설명한다.원데이터의 변수의 개

수만큼 생성되는 주성분들 중에서 몇 개의 주성분이 선택되어야 주성분분석의

목적이 달성될 수 있을지에 대한 여러 방법들이 제안되어왔다.

Jackson(2002)은 주성분의 개수를 선택하는 방법들을 크게 두 개로 나누어

분포가정을 필요로 하는 방법과 탐색적 방법으로 분류하여 소개하였다.분포

의 가정을 필요로 하는 방법들로는 병렬분석(parallelanalysis),바틀렛 구형성

검정(Barlett'stestofsphericity),Lawly검정(Lawley’stest)등이 있는데 이들

은 계산절차가 복잡하고 데이터가 다변량 정규성(multivariatenormality)을 만

족하지 못할 때 결과가 안정적이지 못한 단점이 있다.탐색적 방법들로는 카

이저규칙(Kaiser-Guttman rule),총 분산의 누적점유율,산비탈그림(scree

plot)등이 있고 이들은 계산절차가 간단하고 개수를 정하는 기준이 간단하여

널리 쓰이고 있다.

본 장에서는 위에서 언급한 주성분의 개수를 결정하는 방법들에 대해 간략

히 소개하고자 한다.
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2.1.분포의 가정을 필요로 하는 방법론

분포의 가정이 필요한 방법들은 개수를 추정하는데 있어서는 비교적 정확하

나 가정이 비현실적(예를 들어,데이터가 다변량 정규성을 만족해야함)이고 차

원을 과대 추정하는 경향이 있다.또한 계산이 복잡할 뿐만 아니라 다변량 정

규성을 만족하지 못하면 결과의 신뢰성이 떨어지고 표본크기에 민감하다는 것

이 알려져 있다.

2.1.1.병렬분석(parallelanalysis)

병렬분석은 관찰된 데이터로부터 구한 고유값이 랜덤데이터로부터 구한 고

유값보다 큰 주성분을 선택하는 방법이다(Horn,1965).이때 랜덤데이터들은

관찰된 데이터의 차원과 개체수가 동일하고 몬테카를로 방법(Montecarlo

method)에 의해 생성된 독립적인 정규분포확률변수(independentnormally

distributedvariables)로 구성된다.다수의 랜덤데이터들로 부터 고유값들을 구

하고,고유값들로부터 경험적(empirical)분포를 생성하고 분포의 백분위수 구

간(percentileinterval)을 이용하여 주성분을 선택한다.병렬분석의 순서는 다

음과 같다.

1)평균은 0분산은 1인 표준정규분포로부터 서로 독립인 정규분포확률변수

(independentnormallydistributedvariable)들로 구성된 랜덤데이터 생

성.여기서 랜덤데이터들은 관찰된 데이터와 동일한 개체수와 차원수로

구성되어야 함
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2)1)에서 생성된 랜덤데이터의 상관행렬의 고유값을 산출

3)1),2)의 과정을 총 1000번 반복.단,반복수는 분석가의 주관에 따라 달

라질 수 있음

4)각 주성분에 대한 고유값을 평가하는데 임계치(criticalvalue)로 사용될

경험적 백분위수(일반적으로 95%)구간을 계산

5)만약 관찰된 데이터의 고유값이 경험적 백분위수 구간보다 크다면 주성

분으로 선택(즉,95번째 분위수의 값보다 관찰된 데이터의 값이 크다면

주성분으로 선택)

병렬분석은 주성분의 개수를 결정하는 여러 가지 방법들 중에서 비교적 정

확하게 주성분의 개수를 추정한다고 알려져 있지만 다변량 정규성에 강건

(robust)하다는 단점이 있다.

2.1.2.바틀렛 구형성검정(Bartlett'stestofsphericity)

바틀렛 구형성검정(Bartlett'stestofsphericity)은 ‘상관행렬이 단위행렬이

다’라는 귀무가설을 검정하여 요인분석시 사용이 적합하고 공통된 요인이 있

는지를 검정하는 방법이다.

주성분 개수의 추정에 있어서 바틀렛 구형성검정은 순차적인 각각의 고유값

과 나머지 고유값들 간에 유의한 차이가 있는지를 검정하는 방법이다

(Pimentel1979).만약 귀무가설이 ‘번째 주성분의 고유값이 나머지 개의

주성분들의 고유값들이 같다’라면 다음의 검정통계량값에 따라 귀무가설의 기

각 또는 채택여부가 결정된다.
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
 




  

 



  



 
 







×



 ln 

  



 ln



 

(2.1)

여기서  
  






이고 는 자료행렬의 변수의 개수를,는 번째 주성

분의 고유값,은 개체의 수를 나타내고 검정통계량 
는 근사적으로 자유도

가 인 카이제곱 분포를 따른다.는 1부터 까지의 값을

갖고 순차적으로 
가 유의하지 않을 때까지 검정한다.예를 들어,

은 유의

하나 
 은 유의하지 않다면 개의 주성분을 선택할 수 있다.

상관행렬로부터 구한 제 1주성분의 고유값이 나머지 개 주성분들의 고

유값들과 유의한 차이가 있는지 검정하는 방법도 연구되었다(Bartlett,1954).

귀무가설은 ‘모든 변수들은 서로 독립이다’이고 검정통계량은 다음과 같이 구

할 수 있다.

  



 







ln   (2.2)

여기서 은 개체의 수를,는 변수의 수,그리고  은 관찰된 데이터로부터

구한 상관행렬의 행렬식(determinant)이다.검정통계량은 근사적으로 자유도가

인 카이제곱분포를 따른다.이 검정법은 제 1주성분에 대해서만

평가하므로 주성분 개수 결정에 위의 바틀렛 구형성 검정에 비해 많은 계산시

간을 줄일 수 있다.그러나 단지 한 개의 주성분에 대해 검정한다는 한계점이

존재한다.
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2.1.3.제 2주성분에 대한 Lawly검정

Lawly(1956)는 제 2고유값이 나머지 개의 고유값들과 유의한 차이가

있는지 평가하는 방법을 제안하였다.즉,귀무가설은 ‘적어도 두 개 이상의 변

수들은 서로 상관되어있고 제 2고유값은 나머지 개의 고유값들과 유의한

차이가 없다.'이고 검정통계량은 다음과 같이 구할 수 있다.

 

 

  
≠ 




  
≠ 



 


  



 
 (2.3)

여기서 는 변수 와 간의 상관계수이고,

  
 

  




  



 

    

 
 
  








  ≠ 



     ⋯ 

(2.4)

와 같이 계산될 수 있으며 검정통계량은 근사적으로 자유도가 

인 카이제곱분포를 따른다.

비록 Lawly검정은 처음 두 개의 주성분에 대한 평가만을 제공하는 한계점

이 존재하나 2개의 주성분에 의해 데이터의 변동성이 대부분 설명되는 경우에

는 유용한 검정방법이다.
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[그림 1]벡터 를 단위벡터 에 사영

2.2.탐색적 방법론

본 절에서는 분포의 가정이 필요하지 않은 탐색적 방법들을 소개하고자 한

다.탐색적 방법들은 앞 절에서 소개한 방법들에 비해 직관적이고 이해가 쉽

기 때문에 널리 쓰이고 있다.또한 주성분의 개수를 결정하는 기준이 간단하

고 명확하므로 빠른 의사결정이 가능하다.

방법론들을 살펴보기에 앞서 자료행렬 가 평균 0,분산 1로 표준화된

×인 개의 개체벡터   ⋯ 들로 이루어졌다고 가정하자(즉,는

×인 자료행렬).그리고 개체벡터들을 ×인 단위벡터 에 사영

(projection)시키기로 하자( ).그렇다면 (단,는 실수)로

나타낼 수 있고,는 가 단위벡터에 사영된 크기를 나타내고 는 잔

차가 된다.차원공간에서 잔차들의 평균제곱을 최소화하는 1차원 공간을 찾

을 수 있다.이는 [그림 1]로 나타낼 수 있다.
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주성분분석에서 고유값을 산출하기 위해 사용되는 자료행렬 의 공분산행

렬은   으로 정의할 수 있다(는 표준화된 데이터들로 이루

어졌기 때문에 공분산행렬은 상관행렬과 동일하다.). 는 고유방정식에 의해

로 분해될 수 있고 여기서 는 ×인 고유벡터,는 고유값으로서

이들의 짝은 자료행렬의 변수의 수(즉,개)만큼 도출된다.

번째 주성분의 분산은 번째 고유값 와 같고 총 개의 고유값들의 크기는

≧≧≧⋯≧와 같이 나타낼 수 있다.개의 고유값에 의해 데이터의

모든 변동성이 설명될 수 있고 이는 관찰된 데이터의 변수들이 서로 독립인

변수들로 변환된 것을 뜻한다.제 1주성분의 분산은 이므로 관찰된 데이터

의 변동을 가장 많이 설명하고 데이터의 변동성 대부분은 처음 몇 개의 주성

분들에 의해 설명된다.그러므로 주성분분석은 여러 가지 기준을 적용하여 소

수의 주성분을 선택함으로써 정보의 손실을 최대한 줄이며 차원을 축소하는

분석기법이다.

2.2.1.카이저 규칙(Kaiser-Guttmanrule)

카이저 규칙(Kaiser-Guttmanrule)은 일반적으로 널리 사용되는 주성분의

개수 결정방법 중 하나로서 고유값들의 평균보다 큰 고유값을 갖는 주성분을

선택하는 방법이다.

는 표준화 되어있으므로 공분산행렬(즉,상관행렬)는 ×이고 대각

원소가 자기 자신의 상관계수이므로 모두 1이 된다.그러므로 상관행렬의 대

각원소의 모든 합 는 의 분산이다.고유값들의 총합은 주성분의 분산과 동

일하므로
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  
  



    (2.5)

가 되고 고유값의 평균은 1이 된다.고유값이 1보다 큰 주성분은 평균적으로

다른 주성분에 비해 원데이터에 대한 변동성을 많이 설명한다고 볼 수 있다.

만약 공분산행렬을 기반으로 고유값을 구한 경우에는 카이저규칙을 적용 할

때 1이 아닌 고유값들의 평균을 기준으로 두고 주성분을 선택할 수 있다.

2.2.2.총 분산의 누적점유율

총 분산의 누적점유율방법은 관찰된 데이터의 총 분산(변동)중에서 주성분

들의 분산의 누적점유율이 80∼90% 이상을 차지하는 처음 몇 개의 주성분들

을 선택하는 방법이다.번째 주성분까지의 누적 점유율은 다음과 같이 구할

수 있다.

×


  






  




 ×




  




 (2.6)

식(2.6)에서 오른쪽 항은 자료행렬 가 표준화된 경우에만 만족한다.만약 

이 관찰된 데이터의 총변동 중에서 80%이상을 설명한다면 제 1주성분은 원데

이터의 80%이상을 반영한 축으로서 차원인 는 20%이하의 정보의 손실을

감안하더라도 1차원으로 축소될 수 있다.기준으로 제시한 80∼90%의 누적점

유율은 실제 적용에 있어서 60∼70%등 완화된 기준을 적용할 수 있다.
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[그림 2]산비탈그림(변수의 수=7)

2.2.3.산비탈그림(screeplot)

산비탈그림(screeplot)은 카이저 규칙과 총 분산의 누적점유율만큼 주성분

의 개수를 구하는데 있어서 널리 쓰이는 방법 중 하나이다(Cattel,1966).관찰

된 데이터의 변수의 개수만큼 생성된 개의 주성분의 고유값들을 그래프를 통

해 시각화함으로써 주성분의 개수를 결정하는 방법이다.

[그림 2]는 7개의 변수로 이루어진 데이터의 상관행렬로부터 구한 고유값들

에 대한 산비탈그림이다.이처럼 산비탈그림은 고유값들을 직선으로 이어서

나타내 직선의 기울기가 급격하게 꺾이는 지점에서 주성분의 개수를 선택한

다.[그림 2]에서는 제 3주성분의 위치에서 기울기가 급격히 완만해 지므로

산비탈 그림을 통해서 우리는 3개의 주성분을 선택할 수 있다.
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제 3장 RVDIM과 수정된 RV계수

일반적으로 상관계수는 두 변수간의 상관성을 나타내는 값으로서 값이 1에

가까울수록 두 변수는 서로 상관이 높고,0에 가까우면 상관이 없다고 볼 수

있다(즉,독립).두 변수뿐만 아니라 두 자료행렬간의 상관성을 측정하는 값들

도 존재하는데 그중에서도 같은 수의 개체를 갖지만 차원수가 다른 두 자료행

렬간의 상관성은 RV계수를 통해 평가될 수 있다(Escoufier,1973).

다변량 피어슨 상관계수라 볼 수 있는 RV계수는 상관계수와 같이 1에 가까

울수록 두 자료행렬간 상관이 높다는 것을 뜻한다.반면 0에 가까우면 두 자

료행렬은 서로 독립이라고 볼 수 있다(즉,두 자료행렬의 변수들끼리는 서로

독립이다).RV계수를 이용하여 주성분의 개수를 정하는 RVDIM1)이 제안되었

다(Dray,2008).RV계수 계산시 특이값분해(SingularValueDecomposition:

SVD)를 이용해 원자료행렬의 근사(approximation)자료행렬과 잔차를 구하고

이들간의 RV계수인 RVDIM을 통해 순열검정(permutationtest)을 기반으로

하여 주성분의 수를 정하는 방법이다.

RV계수는 개체수와 차원의 수에 영향을 많이 받는 값으로서 특히 RV계수

는 자료행렬들의 변수의 수가 많을수록 행렬간의 상관을 과대추정하는 경향이

있는데 이러한 RV계수의 약점을 보안하기 위한 수정된 RV계수가 제안되었다

(Smilde,2009).수정된 RV계수는 개체수에 비해 차원의 수가 훨씬 큰 자료행

렬들간의 상관성을 구할 때 RV계수에 비해 덜 큰 값을 갖는다.

RVDIM역시 개체수와 변수의 수에 영향을 많이 받으므로 고차원의 자료행

렬에서는 주성분의 개수선택에 있어 불안정한 결과를 도출할 것으로 예상된다

다.본 절에서는 RVDIM과 수정된 RV계수를 함께 이용한 수정된 RVDIM2)을

1)본 논문에서는 RVDIM을 이용하여 주성분의 개수를 선택하는 프로세스를 통틀어 일컬음

2)수정된 RVDIM을 이용하여 주성분의 개수를 선택하는 프로세스를 통틀어 일컬음
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제안하고자 한다.RVDIM과 수정된 RV계수에 대해 살펴보기 전 두 개의 자

료행렬간의 연관성 측도인 RV,COI,RLS계수부터 살펴보고자 한다.

3.1.두 행렬간의 연관성척도

만약 자료행렬 ,의 상관계수가 1이라면 ,는 단지 직교회전

(orthogonalrotation)이 다르다는 것을 뜻한다(즉,  ,  )3).이러

한 자료행렬간의 연관성의 척도로소 여러 값이 존재하는데 차원이 서로 다른

두 자료행렬간의 상관성에 관한 척도로 RV계수는 그 값이 1에 가까울수록 두

자료행렬은 상관성이 높다고 볼 수 있다.

자료행렬 와가 각각 중심화 된 ×인 ,개의 열벡터들로 구성되어

있다고 가정하자(즉,× ×).그렇다면 RV계수는 다음과 같이 정의

할 수 있다.

       
   

 (3.1)

RV계수는 0에서 1사이의 값을 갖는데 의 변수들과 의 변수들 간에 상관

이 없다면(즉,두 자료행렬의 각 변수들은 서로 독립)0의 값을 갖고,반대의

경우에는 1의 값을 갖는다.만약 자료행렬 와가 모두 1차원(  )이라

면 RV계수는 단순 상관계수()의 제곱 값을 갖는다().

RV계수의 분자부분은 와 사이의 연관성의 척도인 co-interia

criterion(Dray,2003)과 일치한다.

3)Smilde(2009)의 논문을 참조.
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           (3.2)

COI값이 클수록 두 데이터의 상관은 높다고 볼 수 있다.

또 다른 상관성의 척도로 Gower(1971)와 Lingoes& Schonemann(1974)에

의해 제안된 RLS계수는 다음과 같이 정의할 수 있다.

      

   
 (3.3)

RLS계수도 RV계수처럼 0에서 1사이의 값을 갖고,값이 1에 가까울수록 두

자료행렬은 두 자료행렬은 상관성이 높다고 볼 수 있다.

3.2.RVDIM

선형대수학에서 특이값분해는 행렬의 스펙트럼 이론을 임의의 직사각행렬에

대해 일반화한 방법으로 신호처리와 통계학 분야에서 많이 쓰인다.

특이값분해로 얻어진   


 을 살펴보자.여기서 는 개의

고유값이 내림차순으로 정렬된 ×대각행렬이다.행렬 는 개의 ×

열벡터로 이루어진 ×행렬이고,행렬 는 개의 ×열벡터로 이루어

진 ×행렬이다.특이값분해는 계수(rank)가 m인  에 의한 자료행렬 

의 근사(approximation)와도 매우 친밀히 연관되어있다. 의 최량근사(best

approximation)는 최소제곱법의 관점에서(예를 들어,∥∥

을 최소화)다

음과 같이 나타낼 수 있다(Good,1969).
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
  






  



  (3.4)

여기서  

이고 잔차는 다음과 같이 정의할 수 있다.

  
  




 

  





  







≠ 






  



 

(3.5)

여기서 는 다시 다음과 같이 나타낼 수 있다.

   
  



 (3.6)

특이값분해를 통해 주성분분석에서의 주성분 개수 결정에 대한 문제는 의

근사의 문제로 볼 수 있다.즉,를 추정하는데 있어서 가
보다 더 유

의한 근사인지에 판단하는 것이다.가 랭크가 인 분해행렬 에 연관

성 있는 정보를 더하는지 여부를 알기위해 Dray(2008)는 RVDIM을 제안했다.

번째 주성분에 의해 형성된 1차원 공간에서 는 앞의 개의 주성분들에

의해 설명되고 남은 변동성을 가장 많이 설명하는 축을 뜻한다.반면 는 나

머지 개의 주성분들에 형성된 차원 공간으로 잔차를 뜻한다.

RVDIM은 와 의 상관성에 기반을 두고 있는데 그들의 상관성은 RV계

수로 측정될 수 있고 RVDIM는 다음과 같이 정의할 수 있다.
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    





 (3.7)

RV계수를 이용하여 와 의 상관을 통해 RVDIM이 클수록 의 변동성의

많은 부분을 가 설명하는 것을 뜻하고 결론적으로 에 비해 가 의

더 좋은 근사임을 수 있다.

근사적으로 RVDIM은 또한 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  





  









 





  









 





  









(3.8)

위의 식 (3.8)은 총 분산의 누적점유율 식과 비슷한데,번째 주성분의 고유값

이 클수록 분자의 값은 커지고 분모의 값은 작아지므로 결국 은 커

진다.

RVDIM을 통한 차원결정의 순서는 다음과 같다:

1)자료행렬 에 대해 특이값분해 실시

2)  ⋯번째 축에 대해 관찰된  계산

3)번째 축에 대해 다음을 반복함(예를 들어 999번):

① 의 각 열안에서 개체들을 랜덤화(randomization)시킴

② 순열행렬(permutedmatrix)에 대해 특이값분해 실시

③ 순열행렬의 번째 축에 대한  계산
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4)번째 축에 대한 값 를 추정

   

관찰된보다크거나같은랜덤값 들의개수 

5)번째 축에 대한 유의수준 를 선택한 후에   이고   

를 만족하면 1부터 번째 축을 선택.

5)번째 단계에서 만약  이면 어느 축도 선택되지 않는다.즉,데이터를

설명하는 주성분이 없다고 볼 수 있다.

Dray(2008)는 모의실험을 통해 본페로니 수정(Bonferroniadjustment)에 의

한 RVDIM이 가장 정확한 주성분의 개수를 추정하는 확인할 수 있었다.그러

나 실제자료의 적용에 있어서는 다소 불안정안 결과를 보였다.

3.3.수정된 RV계수

자료행렬 ×와 ×의 개체들은 표준정규분포로부터 생성된 랜덤

자료행렬(fullyrandom matrix)이라 가정하자.그렇다면 RV계수는 근사적으로

다음과 같이 나타낼 수 있다.

 ≈
    




 




(3.9)
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식 (3.9)을 살펴보면 개체수 이 작을수록,변수의 개수 ,가 클수록 RV계수

의 값은 커지는 것을 알 수 있다.즉,개체의 수는 적고 차원이 높은 자료행렬

들을 이용하여 RV계수를 구하면 본래의 상관성보다 과대추정된다.이러한 점

을 보완하기 위해 고차원의 자료행렬들간의 RV계수인 수정된 RV계수가 제안

되었다(Smilde,2009).

수정된 RV계수는 RV계수와 달리 자료행렬과 전치한 자료행렬의 곱(즉,벡

터들 간의 외적)인 양의 준정부호 행렬(positivesemi-definite) 의 대각원

소를 모두 0으로 만듦으로써  가 아닌    를 이용하

여 식(3.9)과 같이 구할 수 있다.

 mod 
    

  
 (3.10)

RV계수는 0에서 1사의 값을 가졌지만 수정된 RV계수는 일반적인 상관계수와

같이 -1에서 1사이의 값을 갖고 -1의 값을 가질 경우에는 의 개체들 간의

연관성은 의 개체들 간의 연관성에 반비례 한다.즉,상관계수가 -1일 때와

동일한 해석이 가능하다.

수정된 RV계수는 대각원소의 값을 모두 0으로 만듦으로써 고차원 자료행렬

에서 RV계수에 비해 더 안정적인 값을 보이는 것으로 연구결과 나타났다.

3.4.수정된 RVDIM

Smilde(2009)는 수정된 RV계수를 자료행렬이 마이크로어레이(microarray)인

경우에 대해서만 적용하였으나,본 연구에서는 주성분 개수의 선택을 위해 수
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정된 RV계수를 사용하는 것을 제안하고자 한다.

RVDIM과 수정된 RV계수를 결합한 새로운 방법인 수정된 RVDIM은 특이

값분해를 통해 얻어진 분해된 행렬와 
의 곱인 

의 대각원소를 제외한


 


를 이용하여 다음과 같이 구할 수 있다.

 mod









 (3.11)

수정된 RVDIM역시 대각원소를 제거하여 사용함으로서 고차원 자료행렬에서

좀 더 안정된 결과를 보일 것이다.다음 4장에서는 개체의 수는 고정하고 변

수의 수가 많아질수록 RVDIM과 수정된 RVDIM 중에서 어느 계수가 주성분

개수를 추정하는데 있어서 효율적인지 비교해보고자 한다.



20

0.8 　 0 　 0.5 　 0

　 0.8 　 　 　 0.5 　

0 　 0.8 　 0 　 0.5

　 행렬A 　 　 　 행렬B 　

0.3 　 0 　 0.8 　 0

　 0.3 　 　 　 0.5 　

0 　 0.3
　

　

0 　 0.3

　 행렬C 　 　 행렬D 　

[그림 3]변수 그룹 내 상관계수에 따른 상관행렬

제 4장 모의실험

본 장에서는 개체수의는 고정되어 있고 주성분의 개수가 알려져 있을 때,

변수의 수에 따라 3장에서 소개한 RVDIM과 제안한 수정된 RVDIM을 이용한

주성분개수 결정방법의 수행능력을 모의실험을 통해 비교해보고자 한다.
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평균은 0,분산은 1인 표준정규분포로부터 생성된 ×의 열벡터와 각각 9,

18,27,36,45,54,63,75개의 변수로 이루어진 8개의 자료행렬을 생성하였다.

8개의 자료행렬과 4개의 상관계수 행렬의 조합을 통해 총 ×개의 시나

리오를 설정하였다.모의실험에서 고려한 상관행렬은 [그림 3]과 같다(즉,4개

의 상관행렬을 갖는 다변량 표준정규분포를 생성하였다.).모든 상관행렬의 변

수그룹을 3개로 두고 각 그룹 내 변수의 수는 모두 동일하게 설정하였다(예를

들어,변수의 수가 36개인 시나리오에서는 변수그룹들은 각각 12개의 변수로

이루어짐).32개의 시나리오에서 주성분 개수는 3개로 고정하였다.변수 그룹

내 상관계수는 각각 0.8,0.5,0.3이거나 모두 0.8,0.5,0.3으로 두고 변수 그룹

간 상관계수는 모두 0을 갖도록 정하였다(즉,변수 그룹들은 서로 독립이다.).

각 시나리오에서 순열(permutation)의 수는 999를,유의수준 는 0.05로 정

하고 1000개의 표본을 생성하였다.RVDIM과 수정된 RVDIM의 효율성을 비

교하기위해 추정된 차원의 수가 3인 경우를 성공으로 정의하고 성공의 횟수를

표본의 수로 나눈 성공률로 평가하였다.즉,성공률=(성공의 횟수/1000)으로

계산하였고 각 시나리오별 성공률의 결과는 [표 1]와 같다.

변수의 수가 많아질수록 RVDIM과 수정된 RVDIM 모두 성공률은 감소하는

것을 확인할 수 있었다.즉,두 방법모두 주성분의 개수를 추정하는데 있어서

변수의 수가 많을수록 수행능력은 감소했다.또한 대부분의 시나리오에서 수

정된 RVDIM의 성공률은 RVDIM에 비해 높은 것을 확인할 수 있다.상관행

렬 C보다 상관행렬 B가,상관행렬 B 보다는 상관행렬 A를 갖는 시나리오의

성공률이 높았다.다시 말해서,변수 그룹 내 상관계수가 높을수록 성공률이

높은 것을 알 수 있었다.그러나 상관행렬 B의 경우보다 C의 경우의 성공률

이 높은 경우도 발생하였다.반면,상관행렬 D의 경우는 차원수가 증가하여도

나머지 3가지 행렬에 비해 확연히 낮은 성공률을 보였다.그러므로 3개의 변

수 그룹 내 상관계수가 서로 상이할수록 RVDIM과 수정된 RVDIM의 수행능

력은 현저히 떨어지는 것을 알 수 있다.
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변수의 수=9

A행렬 B행렬 C행렬 D행렬

RVDIM 0.684 0.439 0.403 0.304

수정된-RVDIM 0.679 0.465 0.417 0.289

변수의 수=18

RVDIM 0.635 0.620 0.363 0.322

수정된-RVDIM 0.649 0.653 0.362 0.350

변수의 수=27

RVDIM 0.570 0.578 0.522 0.265

수정된-RVDIM 0.609 0.611 0.531 0.345

변수의 수=36

RVDIM 0.554 0.55 0.543 0.240

수정된-RVDIM 0.587 0.569 0.562 0.303

변수의 수=45

RVDIM 0.544 0.536 0.523 0.240

수정된-RVDIM 0.581 0.562 0.548 0.330

변수의 수=54

RVDIM 0.500 0.518 0.52 0.203

수정된-RVDIM 0.536 0.555 0.566 0.302

변수의 수=63

RVDIM 0.476 0.452 0.458 0.179

수정된-RVDIM 0.584 0,518 0.523 0.293

변수의 수=72

RVDIM 0.468 0.472 0.485 0.192

수정된-RVDIM 0.534 0.522 0.539 0.290

[표 1]변수의 수에 따른 성공률
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[그림 4]변수의 수에 따른 성공률(상관행렬A,B)

[그림 4],[그림 5]는 상관행렬의 형태와 변수의 수에 따른 시나리오들의 성

공률을 나타낸 그래프이다.실선은 RVDIM을 점선은 수정된 RVDIM을 나타

내는데,전반적으로 RVDIM에 비해 수정된 RVDIM의 성공률이 높고 변수의

수가 커질수록 두 계수간의 성공률 차이는 커진다.특히 상관행렬이 D일 경우
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[그림 5]변수의 수에 따른 성공률(상관행렬C,D)

에는 성공률의 차이가 크지만 낮은 성공률을 보인다.결론적으로 차원의 수가

높을수록 변수그룹내 상관계수가 높을수록 수정된 RVDIM이 RVDIM에 비해

주성분의 개수를 추정하는데 있어서 좀 더 안정된 결과를 보인다는 것을 확인

할 수 있다.
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변수의 수
고유값 비율 누적비율

1 4.11 59% 59%

2 1.24 18% 76%

3 0.73 10% 87%

4 0.32 5% 91%

5 0.26 4% 95%

6 0.22 3% 98%

7 0.12 2% 100%

[표 2]상관행렬을 통해 구한 고유값과 총 누적분산비율

제 5장 실제 데이터의 적용

본 장에서는 RVDIM과 수정된 RVDIM을 이용한 주성분의 개수 선택방법

을 실제 데이터에 적용해봄으로서 두 지표의 수행능력을 평가하고자 한다.분

석에 사용된 데이터는 1977년 미국의 50개 주에서 발생한 7개 범행인 살인

(murder), 강간(rape), 강도(robbery), 습격(assault), 불법목적주거침입

(burglary),절도(larceny),자동차절도(autotheft)의 10만 명당 범죄율로 이루

어져 있다(50×7).원데이터에 대한 주성분분석의 결과는 다음과 같다(단,분석

시 원데이터는 표준화 하여 분석을 실시하였다.).

[표 2]는 자료행렬의 상관행렬을 통해 구한 고유값과 총 누적분산비율을 나

타내고 있다.제 2주성분의 고유값은 1보다 크나 제 3주성분의 고유값은

0.73으로서 카이저규칙에 의해서는 2개의 주성분을 선택할 수 있다.누적비율

을 살펴보면 제 2주성분은 원데이터의 76%를,제 3주성분은 87%를 설명하
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1 2 3 4 5 6 7

RVDIM 0.001 0.001 0.001 0.228 0.260 0.030 0.873

수정된

RVDIM
0.001 0.001 0.001 0.315 0.356 0.033 0.849

[표 3]RVDIM과 수정된 RVDIM의 값

[그림 6]실제 데이터에 대한 산비탈 그림

므로 총 분산의 누적점유율방법에 의하면 2개 또는 3개의 주성분을 선택할 수

있다.

[그림 6]은 [표 2]의 고유값들을 나타낸 산비탈 그림을 나타내는데,변수의

수가 2개 일 때 즉,제 2고유값의 위치에서 급격히 꺾이는 것을 알 수 있다.

그러므로 산비탈 그림을 통해서는 2개의 주성분을 선택할 수 있다.
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실제데이터를 이용하여 순열검정을 통해 RVDIM과 수정된RVDIM의 값을

구한 결과는 [표 3]과 같다.RVDIM과 수정된RVDIM 모두 3번째 축(즉,주성

분)의 값은 유의수준 0.05보다 작으나 4번째 축의 값은 모두 0.05보다 크므

로 우리는 3개의 주성분을 선택할 수 있다.

변수의 수가 개체수보다 많은 경우()에 대해 적절한 실제 자료 획득에

어려움이 있어 적용하지 못하였으나,기존의 알려진 자료에서 관측지를 임의

추출하여 자료를 모의실험한 결과,변수의 수가 관측치보다 작은 경우에 비해

효율성이 RVDIM,수정된 RVDIM 모두 떨어지는 것으로 나타났다.
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제 6장 결 론

본 논문에서는 개체수가 변수의 수보다 많은 고차원의 두 자료행렬간 상관

정도를 나타내는 수정된 RV계수를 이용하는 수정된 RVDIM을 통해 축소될

차원수를 추정하고 이를 검정하는 방법을 제안하였다.모의실험을 통해 기존

에 제안된 RVDIM과 본 논문에서 제안한 수정된 RVDIM을 모의실험과 실제

자료에 적용시켜봄으로서 향상된 정도를 파악한 결과,수정된 RVDIM을 이용

한 검정법이 변수의 수가 관측치의 수보다 큰 경우 기존의 방법보다 우수함을

확인하였다.

모의실험시 변수 그룹 내 상관계수가 변수 그룹간에 서로 다른 값을 갖는

경우에 RVDIM과 수정된 RVDIM의 성공률이 유난히 낮았던 것을 알 수 있

다.그러므로 변수 그룹내 상관이 변수 그룹간에 다를 경우 두 방법을 이용한

주성분의 개수추정은 불안정한 결과를 도출하는 것을 알 수 있다.변수그룹간

의 상관계수는 0인 경우에 대해서만 고려하였기 때문에 변수그룹간의 상관이

존재하는 경우에도 성공률이 낮을 것으로 예상된다.추후 분석에서는 더 다양

한 상관행렬을 이용한 분석 및 단점을 보완할 수 있는 방법이 요구된다.또한,

RV계수뿐만 아니라 다른 행렬간의 상관성 척도를 통해 주성분의 개수를 추정

하는 방법에 대해서도 생각해 볼 수 있을 것이다.

RV계수의 불안정함이 수정된 RVDIM에서는 안정되는 모습을 모의실험 결

과 보였으나 실제데이터 적용에서는 다소 불안정한 결과를 도출하였으므로 이

에 대한 보완이 필요할 것으로 보인다.
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ABSTRACT

A studyontheselectionofthenumberofprincipal

componentsbyusingmodifiedRV-coefficient

SOYOUNGKIM

DepartmentofStatistics

TheGraduateSchool

SungshinWomen'sUniversity

PrincipalComponentAnalysis(PCA)isoneofthemultivariatetechniques

thatanalyze a data in which observations are described by several

inter-correlated quantitative variables. As the purpose of PCA is

determiningthenumberofnon-trivialprincipalcomponents,manymethods

toestimatethenumberofnon-trivialaxeshasbeenproposed.

In this study, we suggested a new technique to evaluate the

dimensionalityinPCA.Itisbasedonasimilaritymeasurement,singular

value decomposition(SVD), and permutation procedures. The

RV-coefficientwasintroducedasameasureofsimilaritybetweenmatrices

and as a theoreticaltoolto analyze multivariate techniques.Modified

RV-coefficientcanbeusedinhigh-dimensionaldataanalysisstudiesasa

measurements ofcommon information oftwo datasets.The technique



proposedusedtheRV-coefficientasthesimilaritymeasurebetweendata

matrixandresidualmatrixoforiginaldata.

Thesimulation study and realapplication showedthatthesuggested

methodbasedonmodifiedRV-coefficientismoreaccuratethanbasedon

thRV-coefficientwhenthenumberofvariablesislagerthanobservations

().
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