
李李李 聖聖聖 鍵鍵鍵 敎敎敎授授授指指指導導導

碩碩碩士士士學學學位位位 請請請求求求論論論文文文

비비비모모모수수수적적적 순순순위위위 검검검정정정 통통통계계계량량량의의의
불불불편편편성성성에에에 관관관한한한 연연연구구구

222000000777

誠誠誠信信信女女女子子子大大大學學學校校校 大大大學學學院院院

統統統計計計學學學科科科

李李李 佳佳佳 英英英



비비비모모모수수수적적적 순순순위위위 검검검정정정 통통통계계계량량량의의의
불불불편편편성성성에에에 관관관한한한 연연연구구구

李李李 聖聖聖 鍵鍵鍵 敎敎敎授授授指指指導導導

이이이 論論論文文文을을을 碩碩碩士士士學學學位位位 論論論文文文으으으로로로 提提提出出出함함함

222000000777年年年 555月月月

誠誠誠信信信女女女子子子大大大學學學校校校 大大大學學學院院院

統統統計計計學學學科科科

李李李 佳佳佳 英英英



認認認 准准准 書書書

李李李佳佳佳英英英의의의 碩碩碩士士士學學學位位位 論論論文文文으으으로로로 認認認准准准함함함...

審審審査査査委委委員員員 印印印

審審審査査査委委委員員員 印印印

審審審査査査委委委員員員 印印印

誠誠誠信信信女女女子子子大大大學學學校校校 大大大學學學院院院



논 논 논 논 문 문 문 문 개 개 개 개 요요요요

 Lehmann(1959,1986)은 위치모수에 대한 단측 윌콕슨 순위합 검정이 편의

가 없음을 보였으나 양측 검정에 편의(bias)가 존재하는 것에 대한 의문을 제

기하였다. 그 후 Sugiura(1965)는 연속확률함수인 지수함수로부터 두 개의 확

률표본을 추출하여 두 확률분포의 위치모수가 동일한 것인가에 대해 윌콕슨 

순위합 검정을 실시하여 표본의 크기가 각각 다를 때 검정력 함수는 양측 검

정이 편의가 있음을 보였다. 그러나 표본의 크기가 같을 때에는 편의가 있음

을 밝히지 못하였다. 이에 Sugiura, et al.(2006)은 표본크기가 같을 때 양측 

윌콕슨 순위합 검정이 편의가 있음을 보여주었다. 본 논문은 두 표본크기가 2

인 경우 편의가 있음을 보여주는 추가적인 반례를 제시하고 척도모수에 관한 

비모수 검정 방법인 Ansari-Bradley 검정이 편의가 있음을 반례(counter 

example)를 제시하여 증명하였다. 
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제제제제1111장장장장 서 서 서 서 론론론론

 모수적인 통계방법은 모집단의 가정을 전제로 한다. 그러나 연구자들이 통

계적인 기법을 사용할 때 정규성을 가정하고 연구하는 경우가 많다. 그러나 

모수적 통계기법 결과는 주어진 가정을 만족해야 유용하다. 그래서 모집단

의 가정에 의존하지 않는 비모수 통계학이 등장하게 된다. 비모수 통계학은 

확률표본의 독립성 등의 제한적인 가정만을 요구하기 때문에 여러 분야에서 

다양하게 응용될 수 있다. 또한 비모수통계학은 가정 없이 통계적 추론을 

하므로 상당히 일반적이고, 양적 관측값으로 표현할 수 없는 경우 순위를 

사용함으로서 실제적이며, 특이점이 있는 경우 모수적 방법보다 검정력의 

손실을 피할 수 있는 장점이 있다(이승우, 2003). 

 그런데 Lehmann(1959,1986)은 위치모수에 대한 단측 윌콕슨 순위합 검

정이 편의가 없음을 보였으나 위치모수에 대한 양측 윌콕슨 순위합 검정의 

편의가 존재하는 것에 대한 의문을 제기하였다. 그 후 Sugiura(1965)는 지

수함수로부터 두 개의 확률표본을 추출하여 두 확률분포의 위치모수가 동일

한 것인가에 대해 윌콕슨 순위합 검정을 실시하였다. 그 결과 표본의 크기

가 각각 다를 때 검정력 함수는 편의가 있음을 보였다. 그러나 표본의 크기

가 같을 때에는 편의가 있음을 밝히지 못하였다. 이에 Sugiura, et al. 

(2006)은 표본크기가 같을 때 양측 윌콕슨 순위합 검정에 편의가 있음을 

보여주었다. 그러나 이 연구는 표본크기가 2인 경우에 국한된 결과로써 추

가적인 연구가 필요하다 할 수 있다. 이에 본 논문은 위치모수 검정과 함께 

척도모수 검정 통계량에 대한 편의의 유무를 살펴보고자 한다.
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제제제제2222장장장장 비모수적 비모수적 비모수적 비모수적 방법방법방법방법

 일반적으로 정규성의 가정을 만족하지 않을 때 비모수적인 방법을 이용하

여 자료를 분석한다. 비모수적인 방법에서 위치 모수를 검정하기 위한 대표

적인 방법에는 윌콕슨 순위합 검정이 있고 척도 모수를 검정하기 위한 대표

적인 방법에는 앤사리-브래들리 검정이 있다. 

2.12.12.12.1 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 순위합 순위합 순위합 순위합 검정 검정 검정 검정 (Wilcoxon (Wilcoxon (Wilcoxon (Wilcoxon rank rank rank rank sum sum sum sum test)test)test)test)

 Wilcoxon(1945)과 Mann-Whitney(1947)에 의하여 제안된 두 표본 위치 

문제를 위한 대표적인 비모수 검정기법을 맨-휘트니(Mann-Whitney)검정이

라 한다. 이 검정기법은 일반적으로 윌콕슨 순위합 검정, 맨-휘트니 윌콕슨 

검정, 윌콕슨-맨-휘트니 검정이라 칭하기도 한다. 맨-휘트니 순위합 검정은 

두 모집단 간의 모평균의 차이 유무를 검정하기 위한 대표적인 비모수적 검

정기법으로 두 모집단의 정규성, 분산의 동일성 및 확률표본의 독립성의 가

정을 전제로 하는 모수적 검정기법인 두표본 t검정의 대안으로 간주할 수 

있다. 즉 맨-휘트니 순위합 검정은 두 모집단의 정규성 및 분산의 동일성 

가정을 요구하지 않으며, 단지 확률표본의 독립성만을 필요로 하는 상당히 

뛰어난 검정기법이다(최영훈, 2004). 윌콕슨의 부호 순위 검정은 관측값이 

귀무가설 하에서 위치모수의 값 보다 크고 작음뿐만 아니라 관측 값의 상

대적인 크기도 고려하여 검정을 실시한다.
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2.1.12.1.12.1.12.1.1 검정 검정 검정 검정 통계량통계량통계량통계량

 두 모집단으로부터 각각의 확률표본 , 를 추출한다. 와의 혼합표본

의 순위를 라고 한다. 윌콕슨 순위합 통계량을 다음과 같이 나타낸다.


 





통계량 는 표본에 부여된 순위의 합을 나타낸다.

2.1.22.1.22.1.22.1.2 검정법검정법검정법검정법

 와 는 각각 와 의 위치모수이고,  이다. 

이 때, 귀무가설은    이다.

유의수준 에서 

(i) :일 때 ≥(, , )이면  기각

(ii) :일 때  ≤(1-, , )이면  기각

(iii) :≠0일 때 ≥(


, , ) 또는 ≤(1-


, , )

이면  기각한다.

   여기서 과 은 각각 와 의 표본크기이다.

 귀무가설 :하에서 윌콕슨 순위합 검정 통계량 는 그 평균        




에 대하여 대칭인 분포를 갖는다. 

 따라서   





  임 을 알 수 
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있고 이 식으로부터 다음의 관계식이 성립한다.

       (1-, , ) = (++1)―(, , ).

 이 아닌 상수 값 에 대해 가설 :을 검정하고자 하는 경우를   

고려해 보자. 이때는 수정된 의 관측 값 ′=-∆,  ⋯ 을 구한   

다음 와′의 관측 값을 이용하여 윌콕슨 순위합 검정의 절차에 따라    

검정을 실시한다. 만약 혼합표본에서 의 순위를 라 하고 관측 값들   

의 순위합을  ′=
  



로 표현하면  ′=


-  임을 알 수 

있다.

  

2.22.22.22.2 앤사리앤사리앤사리앤사리----브래들리 브래들리 브래들리 브래들리 검정검정검정검정(Ansari-Bradley (Ansari-Bradley (Ansari-Bradley (Ansari-Bradley test)test)test)test)

   모집단의 위치모수의 추론과 함께 척도모수의 추론을 생각해 볼 수 있

다. 두 모집단의 위치 모수차가 같은 경우에는 척도모수가 혼합표본의 순위

에 절대적인 영향을 주게 된다. 이에 여러 종류의 분포무관 검정법이 있으

며 대표적으로 앤사리-브래들리 검정(Ansari-Bradley test)이 있다.
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2.2.12.2.12.2.12.2.1 검정 검정 검정 검정 통계량통계량통계량통계량

 와 의 표본의 크기가 각각 과 이라 할 때, =이라 하자. 개

의 관측 값을 작은 값부터 크기순으로 나열하고 최소값과 최댓값에 순위 1

을 주고 두 번째로 작은 값과 큰 값에 순위 2를 세 번째로 작은 값과 큰 값

에 순위 3을 준다. 은 에 주어진 순위라 하면 앤사리-브래들리 통계량

은 다음과 같이 정의한다.

           = 
  



.

2.2.22.2.22.2.22.2.2 검정법검정법검정법검정법

 와 는 각각 와 의 위치모수이고 와 는 와 의 표준편차라

고 할 때, 라고 하자. 귀무가설은    이다.

유의수준 에서,  =  에 대하여

(i) :
 일 때 ≥ (, , )이면 은 기각

(ii) :
 일 때 ≤(, , )이면 은 기각

(iii) :
≠일 때 ≥  (


, , ) 또는 ≤( 


, , 

)이면 은 기각이다. (, , ) 는 표본의 크기가 , 일 때 

하에서    의 상위 100∙ 백분위수를 나타낸다. 즉 {

≥ (, , )}=를 만족하는 상수이다.

  크기 순서대로 나열된 혼합표본에서 들의 값이 넓게 퍼져 있으면       
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 들은 상대적으로 가운데에 위치하여 는 큰 값을 가지는 경향이        

있다. 앤사리-브래들리 검정법은  을 알고 있다고 가정한다. 만약     

 의 값이 알려지지 않은 경우에는 = 의 추정량을 이용하는    

방법이 제안되었다. 
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제제제제3333장장장장 비모수 비모수 비모수 비모수 검정통계량의 검정통계량의 검정통계량의 검정통계량의 편의편의편의편의

3.13.13.13.1 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 검정 검정 검정 검정 통계량의 통계량의 통계량의 통계량의 편의편의편의편의

3.1.13.1.13.1.13.1.1 두 두 두 두 표본의 표본의 표본의 표본의 크기가 크기가 크기가 크기가 다를 다를 다를 다를 때 때 때 때 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 검정 검정 검정 검정 통계량의 통계량의 통계량의 통계량의 편의편의편의편의

Sugiura(1965)는 두 표본에서 양측 윌콕슨 순위합 검정이 표본크기가 각각 

다른 경우 다음과 같은 편의가 있음을 보였다.

여기서 불편검정법(unbiased test)을 다음과 같이 정의한다.

         {  ∈ } ≤ {  ∈}
를 라고 할 때, 의 표본을 …으로 의 표본을 

…이라 한다. 귀무가설     과 대립가설은   ≠이다. 

가설의 검정하기 위해 다음과 같은 검정함수(test function)를 정의한다. 

           　또는　 
 그렇지　않으면 ,   (1)

검정의 유의수준은 =   이고 이 검정력 함수(power 

function)는 다음과 같다.

                  

　
∞

∞

 
∞

∞

  (2)
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　
∞

∞

  
∞

∞

.

   와를  다음과 같이 정의 하자.

 
  ≥

   

=
   ≥

   
 (3)

 ≥인 경우에 검정력 함수(power function)는 다음과 같다. 




∞




∞

 




  





     . (4) 

 인 경우에 검정력 함수(power function)는 다음과 같다.










. (5)  

(4)과 (5)식을 통해 임을 알 수 있다. 

,  , 인 경우와 , 인 경우의 각각의 검정  

력 함수(power function)는 다음과 같다.
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(i)  ,  , 

=












  ≥




 

 (6)

(ii) , 

=









 





 


  ≥

 








 

 (7)

[그림 1]   일 때 검정력 함수
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[그림 2] 일 때 검정력 함수 

   의 검정력 함수 [그림1]을 보면  검정력 함수가 에서 대

칭이 아니므로 편의가 있음을 알 수 있다. 그러나 인 검정력 함수 

[그림2]는 에서 최소값이며, 좌우대칭이므로 편의가 없다.

3.1.23.1.23.1.23.1.2 두 두 두 두 표본 표본 표본 표본 크기가 크기가 크기가 크기가 같을 같을 같을 같을 때 때 때 때 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 검정 검정 검정 검정 통계량의 통계량의 통계량의 통계량의 편의편의편의편의

 Sugiura, et al.(2006)은 표본크기가 같은 경우에 다음과 같이 편의를 보

였다. 와 로부터 확률표본       와     에 대해 

:  vs. :≠을 검정한다.  ⋯는 의 순서통계량이

며,  ⋯ 또한 의 순서통계량이다. 양측 윌콕슨 검정의 검정함

수(test function)를 각각, 로 정의한다.

  또는  그렇지않으면  (8)      
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





















 또는  
    
    

그렇지않으면
 (9)

(test function)의 검정력 함수(power function)는 다음과 같다.

   


∞

∞

 


∞

∞

 . (10)

그리고 (test function)의 검정력 함수(power function)는 다음과 같다.

     

    ) (11)


 

∞  ∞

 

×  

× 
∞ ∞

  
 (12)
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    정리 정리 정리 정리 1111 검정력 함수(power function)는 =0에 대하여 대칭이다 

 그리고     

(증명) 

가정)      와 ,  ,은 모두 독립이다. 

     ,   ,는    와 같은 분포를 가진다. 

     () 와 () 는 교환가능하며, 마찬가지로 (,  

     , , ) 와 (, ,  , )은 교환가능 하  

     다. 

모든        에 대해 =라 두면 는 순서통계량이다.

 

식(10)식에△= 을 대입하면 다음과 같이 표현된다.

  

 . (13)

마찬가지로 식(11)에 = 을 대입하면 다음과 같이 표현된다.

    

   . (14)

은 식(13)과 같고, 은 다음과 같이 표현된다. 

 

 
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 

 . (15)

∴ 

 비슷한 방법으로 을 증명하면 다음과 같다. 는 (14)와 

같고, 는 다음과 같이 표현된다.

  △ △ 

  △  △

∴.  □ (16)

정리정리정리정리2.2.2.2. 검정력 함수(power function) 의 도함수는 적분기호 하에 미

분법에 의해 얻어질 수 있다고 가정하자. 그 때 검정 (test function)은 

분포들의 위치 모수족에 대해 편의가 없다. 가정으로부터 우리는 적분기호 

하에 미분할 수 있다.







∞

∞

  


∞

∞



× … . (17)

 여기서 이면  =는 음이 아니며 이면   
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양이 아니다. □

 와 를 다음과 같이 정의하자.










  

 ≤≤
  

이고  
  만약

 그렇지않으면   (18)

[그림 3] 의 그래프 
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[그림 4] 표본크기가 2일 때 검정력 함수,    

[그림 5] 표본크기가 3일 때 검정력 함수,   
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 일 때 검정력 함수인 [그림 4]는 유의수준이 이다. 일 때 

검정력 함수  이므로 편의가 있다. Sugiura, et al.(2006)논

문에서  이하이면 편의가 있고   이상이면 편의가 없음을 알 수 

있었다. 그리고  일 때 검정력 함수인 [그림 5]는 에서 최소이고, 

에 대해 대칭이므로 편의가 없다. 

3.1.33.1.33.1.33.1.3 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 윌콕슨 검정 검정 검정 검정 통계량의 통계량의 통계량의 통계량의 편의에 편의에 편의에 편의에 대한 대한 대한 대한 추가적인 추가적인 추가적인 추가적인 반례반례반례반례

 본 절에서는 함수가 다음과 같을 때 윌콕슨 검정 통계량이 편의가 있는 추

가적인 반례를 제시하고자 한다.












   






 ≤≤

    

 (19)
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[그림 6] 의 그래프 

[그림 7] 표본크기가 2일 때 검정력 함수 
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[그림 8] 표본크기가 3일 때 검정력 함수 

 일 때 검정력 함수인 [그림 7]는 유의수준이 이다. 일 때 

검정력 함수  이므로 편의가 있다. 그리고  일 때 검정

력 함수인 [그림 8]은 에서 최소이고, 에 대해 대칭이므로 편의

가 없다. 표본크기가 3일 때 편의를 찾기 위해 다음과 같은 여러 가지 확률

분포의 검정력 함수를 고려하였으나 편의가 있음을 밝히지 못했다. 
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  , ≤≤


∞







 



,  ∞≤≤∞

 
∞












∞









 

,  

∞≤≤∞


×




,  ≤≤ 




,  ≤≤




,  ≤≤



×
,  ≤≤




,  ≤≤






,  ≤≤
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3.23.23.23.2 앤사리앤사리앤사리앤사리----브래들리 브래들리 브래들리 브래들리 검정 검정 검정 검정 통계량의 통계량의 통계량의 통계량의 편의편의편의편의

 위치모수에 대한 윌콕슨 순위합 검정의 편의 유무를 조사하였고, 척도 모

수에 대한 비모수 검정 통계량의 편의 유무를 조사하고자 대표적인 앤사리

-브래들리검정을 다음과 같이 고려하였다.

 연속확률함수인 와 로부터 확률표본 ⋯ 와 …
을 추출하고 =라 할 때, :=1, :≠1을 검정하자. 

 ⋯는 의 순서통계량이며,  ⋯ 또한 의 순서통계

량이다. 앤사리-브래들리의 검정함수(test function)인 을 다음과 같이 정

의한다.






















만약



 
 ⋯ 






또는



 
 ⋯ 






 그렇지않으면
 (20)

 유의수준은 =  이며 검정력 함수는 다음과 같다.

 











×

∞

∞


∞









×





×











×

∞

∞


∞







 
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×



 

. (21)

와 는 다음과 같이 정의한다.

  
∞







 



  ∞≤≤∞,

   ∞≤≤∞. (22)

             

[그림 9 ] 의 검정력 함수
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[그림 10]  의 검정력 함수 

 일 때 검정력 함수인 [그림 9]는  이고 최소값이므로 

편의가 없음을 알 수 있다. 그리고   의 검정력 함수인 [그림 10]

에서 보면  이고,  값으로  에서 최소값이 

아니므로 편의가 있음을 알 수 있다. 즉, 앤사리-브래들리 검정은 편의가 

있음이 위의 반례를 제시함으로써 증명되었다.
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제제제제4444장장장장 결 결 결 결 론론론론

 Lehmann(1959,1986)은 위치모수에 대한 단측 윌콕슨 순위합 검정이 편

의가 없음을 보여주고, 위치모수에 대한 양측 윌콕슨 순위합 검정의 편의가 

존재하는 것에 대한 의문을 제기했다. 그 후 Sugiura(1965)는 표본크기가 

다른 경우 편의가 있음을 보여주었다. 그러나 표본의 크기가 같을 때에는 

편의가 있음을 밝히지 못했다. 이에 Sugiura et al.(2006)의 논문에서 표본

크기가 같을 때 양측 윌콕슨 순위합 검정의 편의가 있음을 보여주었다. 그

러나 이것은 표본크기가 2일 때 국한된 결과였다. 

본 논문에서는 윌콕슨 순위합 검정에 대한 추가적으로 반례를 제시하였다. 

또한 척도모수에 대한 비모수 검정법이 편의가 있음을 반례를 통해 보여주

었다. 그러나 표본의 크기가 3이상일 때의 편의가 있는 반례를 제시하지 못

하였으며 본 연구의 한계점이라 할 것이다.
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 Lehmann(1959,1986) showed that one-sided wilcoxon rank test is 

unbiased against at location parameter family of distributions. But he 

raised the question of two-sided wilcoxon rank test is biased. Then 

Sugiura(1965) showed that two-sided wilcoxon rank test for different 

sizes is biased against a location parameter family of distributions by 

giving a counter example. Sugiura, etal.(2006) showed that the two-sided 

wilcoxon rank test for equal sample sizes is biased against a location 

parameter family of distributions by giving a counter example.  But it is 

restricted that sample size is 2. In this paper, we have found another 

counterexample of Sugiura, etal.(2006). For scale parameters, we have 

considered Ansari-Bradley test and showed that Ansari-Bradley test for 

different sample sizes is unbiased against a scale parameter family of 

distributions by giving a counter example.
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