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논문개요

모스이론을통하여다양체의핸들바디구성에대하여연구한다.

즉, 모스함수를 통해 매끄러운 다양체의 핸들바디를 구성하고, 같은

매끄러운 다양체에 주어지는 서로 다른 핸들바디를 통해 미분동형인

다양체에서성립하는핸들바디들간의관계들에대하여살펴본다.이

결과는두다양체가미분동형인가를판단하는좋은수단이된다.

먼저 일반적인 차원의 모스함수와 기본 용어를 정리하고 다양체

에서모스함수가존재하는가에대해살펴볼것이다.그리고모스함수

를 이용하여 핸들바디를 어떻게 구성하는지 알아보고 모스함수를 변

형하여서로다른임계점들에대한임계값을다르게줄수있음을확인

한다.그리고핸들바디를다룰수있는도구인핸들슬라이딩과상쇄에

대해알아본다.

마지막으로모스이론을이용하여구성한핸들바디의예를 2차원,

3차원과 4차원에서 찾아보고 핸들바디의 구조가 유일하게 존재하지

않음을확인한다.

주요어 : 다양체,모스함수,핸들바디
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제 1장

서론

유한차원의모스이론은매끄러운위상적다양체를미분동형으로

분류하는 강력한 도구가 되고 다양체를 잘 묘사할 수 있도록 도와준

다.그러므로이논문에서는유한차원의모스이론에대해살펴보기로

한다.

본논문의구성은다음과같다.

제 2장에서는일반적인차원에서의모스함수,임계점그리고헤세

행렬에대해정의하고이모스함수의존재성에대해살펴보았다.모스

함수를 이용한 핸들바디를 정의하고 모스함수를 변형하여 서로 다른

임계점에 다른 임계값을 줄 수 있다는 것을 보였다. 컴팩트 다양체들

의핸들바디들의일반적인이론에대해알아보았다.그리고이를이용

하여 핸들바디를 다룰 수 있는 도구인 핸들 슬라이딩과 상쇄에 대해

알아보았다.

제 3장에서는 제 2장에서 다룬 내용을 바탕으로 2차원 다양체의

임계점과 헤세행렬을 구체적으로 계산하여 핸들바디를 구성하였다.

또한 3차원과 4차원다양체들의핸들바디구조를몇몇예제를통하여

확인하였다.
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제 2장

모스함수를이용한 m차원다양체의

핸들바디들

일반적인m차원다양체에대한모스이론에대해알아볼것이다. 1

절에서는 m차원다양체와모스함수에대해정의하고 2절에서는다양

체에서모스함수의존재성을증명할것이다. 3절에서는그래디언트형

벡터장에 대해 논의하고, 모스함수를 약간 변형하여 서로 다른 임계

점에서 다른 임계값을 갖게 할 수 있음을 증명할 것이다. 4절에서는

컴팩트다양체들의핸들바디들의일반적인이론을제공하고 5절에서

는핸들슬라이딩(sliding)과상쇄(canceling)를이용하여핸들바디들을

재구성할것이다.

2.1 m차원다양체의모스함수

m차원다양체의모스함수를이해하기위하여 m차원다양체의개

념에대하여알아보자.

정의 2.1.1. [4] 위상공간 M이 가산기저를 갖는 하우스도르프 공간

(Hausdorff space)으로 각 점에 대하여 그 점을 포함하는 근방 중 Rm

또는

Hm := {(x1, · · · ,xm) ∈ Rm | xm ≥ 0}

과위상동형인것이있으면 M를 m차원다양체(manifold)라한다.
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정의 2.1.2. [4] M이 m차원다양체이고 U ∩V ̸= /0인임의의두좌표계

(coordinate chart) φu : U → Rm, φv : V → Rm에대하여 φv ◦φ−1
u 사상이미

분가능하면 M을 m차원매끄러운다양체(smooth manifold)라고한다.

이때, φv ◦φ−1
u 을추이사상(transition map)이라한다.

위정의에서알수있듯이M이m차원다양체이면각점 p∈M에서

매끄러운좌표계(x1,x2, · · · ,xm)가존재함을알수있다.

정의 2.1.3. [4]각점 p ∈ M과점 p근처의임의의좌표계 φ에대하여

f ◦φ−1가미분가능할때,함수 f : M → R를매끄럽다(smooth)고한다.

이제부터 M을 m차원매끄러운다양체라하고,함수 f : M → R를

매끄러운함수라고하자.이를이용하여임계점과헤세행렬을정의하

고모스함수를정의할것이다.

정의 2.1.4. [5]점 p0 ∈ M과국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)에대해

∂ f
∂x1

(p0) = 0,
∂ f
∂x2

(p0) = 0, · · · , ∂ f
∂xm

(p0) = 0

을만족하면점 p0를함수 f의임계점(critical point)라한다.

이정의는좌표계선택에는무관하다.즉좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)에

서만족되면임의의다른좌표계 (y1,y2, · · · ,ym)에대해서도만족된다.

정리 2.1.5. [5]임계점은좌표계선택에무관하다.
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증명

∇( f ◦φ
−1
u ) = ∇( f ◦φ

−1
v ◦φv ◦φ

−1
u )

= (
∂( f ◦φ−1

v ◦φv ◦φ−1
u )

∂x1
, · · · , ∂( f ◦φ−1

v ◦φv ◦φ−1
u )

∂xm
)

= (
∂( f ◦φ−1

v )

∂y1
, · · · , ∂( f ◦φ−1

v )

∂ym
)


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xm

...
...

∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xm



= ∇( f ◦φ
−1
v )


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xm

...
...

∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xm



역함수가존재하므로 det


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xm

...
...

∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xm

 ̸= 0이다.

그러므로 ∇( f ◦φ−1
u ) ̸= 0 ⇔ ∇( f ◦φ−1

v ) ̸= 0가된다.

정의 2.1.6. [5]점 p0가함수 f의임계점일때, f (p0) = c가되는함숫값

c ∈ R를함수 f의임계값(critrcal value)이라고한다.

정의 2.1.7. [5]점 p0가함수 f의임계점이라하자.그러면다음에정의

된 m×m행렬을 임계점 p0에 대한 함수 f의 헤세행렬(Hessian)이라고
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한다.

H f (p0) =



∂2 f
∂x2

1
(p0) · · · ∂2 f

∂x1∂xm
(p0)

. . .
... ∂2 f

∂xi∂x j
(p0)

...
. . .

∂2 f
∂xm∂x1

(p0) · · · ∂2 f
∂x2

m
(p0)


함수 f의헤세행렬의 (i, j)성분은 ∂2 f

∂xi∂x j
(p0)이고, ∂2 f

∂xi∂x j
(p0)=

∂2 f
∂x j∂xi

(p0)

이므로대칭행렬이다.

새로운좌표계 (y1,y2, · · · ,ym)에서 f를두번편미분한것과원래

좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)에서두번편미분한것을비교하면

∂2 f
∂yh∂yk

(p0) =
m∑

i, j=1

∂xi

∂yh
(p0)

∂x j

∂yk
(p0)

∂2 f
∂xi∂x j

(p0)

을얻는다.

그러므로 두 좌표계의 헤세행렬을 비교해보면 다음과 같은 식을

얻을수있다.

H f (p0) = J(p0)
tH f (p0)J(p0)

여기서, H f (p0)는 좌표계 (y1,y2, · · · ,ym)에 대한 헤세행렬이고 H f (p0)

은 좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)에 대한 헤세행렬이고 J(p0)는 (y1,y2, · · · ,ym)
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에서 (x1,x2, · · · ,xm)으로좌표변환의야코비안(jacobian)이다.

J(p0) =


∂x1
∂y1

· · · ∂x1
∂ym

...
...

∂xm
∂y1

· · · ∂xm
∂ym


이제정상적인임계점과퇴화하는임계점에대해정의하자.

정의 2.1.8. [5]임계점 p0 ∈ M에대해 detH f (p0) ̸= 0이면정상적인임

계점(non-degenerate critical point)이라하고, detH f (p0) = 0퇴화하는임

계점(degenerate critical point)이라한다.

정리 2.1.9. [5] 임계점이 정상적인 임계점인지 퇴화하는 임계점인지

는좌표계선택에무관하다.

증명 detH f (p0) = detJt(p0)detH f (p0)detJ(p0)이고, detJ(p0) ̸= 0

그러므로 detH f (p0) ̸= 0 ⇔ detH f (p0) ̸= 0

이제마지막으로모스함수에대해정의하자.

정의 2.1.10. [5]함수 f의모든임계점이정상적인임계점일때,함수

f : M → R를모스함수(morse function)라고한다.

2.2 모스함수의존재성

앞절에서정의한모스함수의존재성을증명하고자한다.존재성

을 증명하기 전에 다음 정리를 통해서 정상적인 임계점 근처에서 간

단한 표준형태의 함수로 볼 수 있음을 알 수 있다. 그리고 표준형태

의함수들을통해정상적인임계점근처에서는다른임계점을가지지
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않는다는 사실을 알 수 있다. 그러므로 정상적인 임계점은 고립점이

된다.

정리 2.2.1. [5]점 p0를 f의정상적인임계점이라고하자.그러면 p0에

대한 적절한 국소좌표계 (X1,X2, · · · ,Xm)을 선택해서 f를 다음과 같은

표준형태로표현할수있다.

f =−X2
1 −X2

2 −·· ·−X2
λ
+X2

λ+1 + · · ·+X2
m + c

여기서, p0는원점과대응되고 c = f (p0)인상수이다.

증명 원점에서대응된임계점 p0에서국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)를선

택하자.그리고 f (p0) = 0이라고가정하자.

그러면 f (0, · · · ,0)= 0이라는가정아래원점근처에정의된m개의

매끄러운 함수 g1(x1, · · · ,xm), g2(x1, · · · ,xm), · · · , gm(x1, · · · ,xm)를

얻을 수 있다. 즉, f (x1, · · · ,xm) =
∑m

i=1 xigi(x1, · · · ,xm)이고
∂ fi
∂xi
(0, · · · ,0)

= gi(0, · · · ,0)의 값을 갖게 된다. 그러므로 gi(x1, · · · ,xm)에도 미적분학

의기본적인사실을적용하여원점근처에정의된 m개의매끄러운함

수 hi1(x1, · · · ,xm), hi2(x1, · · · ,xm), · · · , him(x1, · · · ,xm)를얻을수있

다.즉, gi(x1, · · · ,xm) =
∑m

j=1 x jhi j(x1, · · · ,xm)이고

f =
m∑

i, j=1

xix jhi j(x1, · · · ,xm)

이다. Hi j =
hi j+h ji

2 라두면, f (x1, · · · ,xm) =
∑m

i, j=1 xix jHi j(x1, · · · ,xm)이고,

Hi j(x1, · · · ,xm) = H ji(x1, · · · ,xm)이다.
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그러므로 f (x1, · · · ,xm)= (x1, · · · ,xm)


H11 · · · H1m

...
...

Hm1 · · · Hmm




x1

...

xm

가
된다.

함수 f의표준형태는이차식의특별한형태로되어있다.그러므

로귀납법에의해표준형태의이차식으로 f를바꿀것이다.원점에서

f (x1, · · · ,xm) =
∑m

i, j=1 xix jHi j(x1, · · · ,xm)을두번편미분하자.

∂2 f
∂xi∂x j

(0, · · · ,0) = 2Hi j(0, · · · ,0)

점 p0는 정상적인임계점이므로 detHi j(0, · · · ,0) ̸= 0이다. 그러므로 국

소좌표계 (x1, · · · ,xm)의적절한선형변형후에
∂2 f
∂x2 (0, · · · ,0) ̸= 0이라가

정할수있다.그러므로 H11(0, · · · ,0) ̸= 0이다. H11은연속이므로원점

근방에서 H11은 0이아니다.이제 X1 =
√

|H11|(X1 +
∑m

i=2 xi
H1i
H11

)으로정

의된 좌표계 (X1,x2, · · · ,xm)을 소개하자. 원점에서 (X1,x2, · · · ,xm)에서

(x1,x2, · · · ,xm)으로변하는야코비안의행렬식은 0이아니다.그러므로

(X1,x2, · · · ,xm)은국소좌표계가된다.

X2
1 = |H11|(X1 +

m∑
i=2

xi
H1i

H11
)

2

=

 H11X2
1 +2

∑m
i=2 xix jH1i +

∑m
i=2 xiH1i

2

H11
, (H11 > 0)

−H11X2
1 −2

∑m
i=2 xix jH1i −

∑m
i=2 xiH1i

2

H11
, (H11 < 0)
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그러므로 f는다음과같이표현할수있다.

f =

 X2
1 +

∑m
i, j=2 xix jHi j −

∑m
i=2 xiH1i

2

H11
, (H11 > 0)

−X2
1 +2

∑m
i, j=2 xix jHi j −

∑m
i=2 xiH1i

2

H11
, (H11 < 0)

이와같은방법으로 X2
2을만들어나가서더하면간단하게이차식형태

로 나타낼 수 있다. 그러므로 표준형태로 f를 나타낼 수 있다는 것은

귀납법에의해증명할수있다

표준형태함수의음수부호의개수 λ는대각화한H f (p0)의주대각

선원소의음수개수이다.실베스터의법칙(Sylvester’s law)에따르면 λ

는헤세행렬의대각화방법에의존하지않기때문에 λ는함수 f와임계

점 p0에의해결정된다.

정의 2.2.2. [5] λ를정상적인임계점 p0의지표(index)라고부른다.

따라서임계점 p0의지표는 0과 m사이의정수이다.

이제부터우리의관심대상은매끄러운다양체에서도경계없는컴

팩트다양체인닫힌다양체(closed manifold)이다.다음정리를통해닫

힌다양체에서모스함수의존재성에대해서알아볼것이다.

정리 2.2.3. [5] M이 m차원 닫힌 다양체이고 함수 g : M → R가 M에

서 정의된 매끄러운 함수라고 하자. 그러면 함수 g : M → R에 임의로

가까운(arbitarily close)모스함수 f : M → R가존재한다.

즉,닫힌다양체에정의된매끄러운함수가있으면임의로가까운

(arbitarily close)모스함수가존재한다는뜻이다.모스함수의존재성을

증명하기 위해 먼저 임의로 가까운(arbitarily close)에 대해 알아야 한

다.그러므로증명하기전에몇개의정리에대해살펴보자.
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보조정리 2.2.4. [5] Rm = {(x1,x2, · · · ,xm)}을 m차원 유클리드 공간이

라 하고, Rm의 개집합(open set) U와 U에서 정의된 매끄러운 함수 f :

U → R가존재한다고하자.그러면U에서

f (x1,x2, · · · ,xm)− (a1x1 +a2x2 + · · ·+amxm)

가모스함수가될수있는실수 a1,a2, · · · ,am가존재한다.

더욱, 실수 a1,a2, · · · ,am들의 절댓값들을 원하는 만큼 작게 만들

수있다.

보조정리 2.2.5. (사드(Sard)정리) [6]매끄러운함수 h : U → Rm 의임

계값의집합은 Rm에서측도가 0이다.

모스함수의 존재성을 증명하기 이전에 두 함수가 임의로 가까운

(arbitarily close)이라는것이무엇인지용어를명확히해야한다.두함

수가 임의로 가까운(arbitarily close)이라는 것은 매끄러운 함수 f ,g :

M → R가C2-근사(close)라는것이다.

U는U에서정의된국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)을가질때,개집합U

를좌표근방(coordinate neighborhood)이라고한다.즉,좌표근방을말할

때 U에 국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)가 정의되어 있다고 가정한다. 먼저

좌표근방을 포함하는 컴팩트 집합 K위에서 f와 g가 C2-근사(close)라

는것을정의하자.

정의 2.2.6. [5] ε > 0이고, 다음과 같은 세가지 조건을 K의 모든 점 p
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에서만족하면 f는 K에서 g와 (C2,ε)-근사(approximation)한다고한다.


| f (p)−g(p)|< ε∣∣∣ ∂ f

∂xi
(p)− ∂g

∂xi
(p)

∣∣∣< ε, ∀i = 1, · · · ,m∣∣∣ ∂2 f
∂xi∂x j

(p)− ∂2 f
∂xi∂x j

(p)
∣∣∣< ε, ∀i, j = 1, · · · ,m

다양체 M이컴팩트하다면컴팩트정의에의하여 M을덮는유한

개의좌표근방을찾을수있다.먼저M안의좌표근방U와U안에있는

m차원원판(disk) D를생각할것이다.여기서 D는 D = {(x1,x2, · · · ,xm) |

x2
1+x2

2+ · · ·+x2
m ≤ 1}이다. int(D)는개집합이므로 int(D)으로M을덮는

개피복이존재할것이다. M 이컴팩트이므로개피복의유한부분피복

이존재할것이다.그러므로M을덮는유한부분피복을 int(D1), · · · , int(Dk)

이라고 하자. 그러면 Di를 덮는 좌표근방 Ui들의 쌍으로 M을 덮을 수

있다. Di =Ki이라고하면, M을덮는U1, · · · ,Uk안에포함된컴팩트집합

K1, · · · ,Kk를볼수있다.

지금부터 (C2,ε)-근사(approximation)에 대해 언급할 때마다 M의

유한덮개M =U1∪U2∪·· ·∪Uk와유한컴팩트덮개M = K1∪K2∪·· ·∪

Kk, Ki ⊂Ui을고정되게선택할수있음을가정한다.

정의 2.2.7. [5]만일각 l = 1,2, · · · ,k에대해Kl위에서 f가 g와 (C2,ε)-근

사(approximation)일때,함수 f : M →R는함수 g : M →R와 (C2,ε)-근사

(approximation)이다.

보조정리 2.2.8. [5] C를 M안의컴팩트집합이라고하자. g : M → R가

C에서퇴화하는임계점이없으면충분히작은 ε> 0에대해 g의임의의

(C2,ε)-근사 f도C에서퇴화하는임계점이없다.
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보조정리 2.2.9. [5] U를좌표근방이라하고, K를 U안의컴팩트집합

이라하자.그러면다음조건을만족하는U에서정의된매끄러운함수

h : M → R가존재한다.

(1) 0 ≤ h ≤ 1

(2) x ∈V일때, h(x) = 1 (V는 K를포함하는개집합)

(3) x /∈ L일때, h(x) = 0 (L은V를포함하고U안에포함되는개집합

즉, K ⊂V ⊂ L ⊂U)

이런함수 h를 (U,K)에대한계단함수(step function)라고한다.

정리 2.2.3의증명 함수의 (C2,ε)-근사가 필요하기 때문에 M을 덮는

고정된좌표근방Ul(l = 1,2, · · · ,k)과그안의컴팩트집합 Kl을선택하

자.주어진함수 g : M → R을 f0라고택하자.

Cl = K1 ∪K2 ∪ ·· · ∪Kl로 정의하자. 그러면 Cl은 컴팩트 집합이 된

다. C0 = /0이라고하자.그러면귀납가정으로함수 fl−1 : M →R이Cl−1

에서퇴화하는임계점이없는함수를가진다고가정하자.그래서 fl−1

을 사용하여 fl을 만들 것이다. 좌표근방Ul과 그 안에 있는 컴팩트 집

합 Kl을 보자. (x1,x2, · · · ,xm)을 Ul에서 선택된 좌표계라고 하자. 보조

정리 2.2.4.에 의해 실수 a1,a2, · · · ,am가 존재하여 Ul에서 모스함수인

fl−1(x1,x2, · · · ,xm)− (a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm)을 만들수 있다. 우리는

이 함수를 a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm의 표현이 좌표근방 Ul 밖의 부분에

서도적용되도록변경해야한다.그러므로보조정리 2.2.9.을이용하여

다음과같은함수 fl을만들수있다. Ll은Ul에서컴팩트집합이고 hl은

Ll의밖에서함숫값을 0을갖는다.

fl =

 fl−1(x1, · · · ,xm)− (a1x1 · · ·+amxm)hl(x1, · · · ,xm), Ul안에서

fl−1(x1, · · · ,xm), Ll밖에서
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위의방정식에서두집합의교집합에는 hl(x1,x2, · · · ,xm) = 0이므로 M

위에서잘정의된매끄러운함수를정의할수있다. hl(x1,x2, · · · ,xm)= 1

을가지는컴팩트집합 Kl의근방안에는 fl과매끄러운함수

fl−1(x1,x2, · · · ,xm)− (a1x1 +a2x2 + · · ·+amxm)

과일치한다.그러므로 fl은 Kl에서모스함수가되므로퇴화하는임계

점을가지지않는다.

다음으로 fl이 fl−1과 (C2,ε)-근사를 가지는지 확인해야 한다. Ul

안의 점 p에서 계산하면 | fl−1(p)− fl(p)| = |a1x1 · · ·+amxm|hl(p)이고,∣∣∣ ∂ fl−1
∂xi

(p)− ∂ fl
∂xi

(p)
∣∣∣= ∣∣∣aihl(p)+(a1x1 + · · ·+amxm)

∂hl
∂xi

(p)
∣∣∣ ,∀i= 1, · · · ,m이

고, 이계미분을 계산하면
∣∣∣ ∂2 fl−1

∂xi∂x j
(p)− ∂2 fl

∂xi∂x j
(p)

∣∣∣ = |ai
∂hl
∂x j

(p)+ a j
∂hl
∂xi

(p)+

(a1x1 + · · ·+ amxm)
∂2hl

∂xi∂x j
(p)|,∀i, j = 1, · · · ,m이다. 계단함수인 hl은 0 ≤

hl(x) ≤ 1이고 컴팩트 집합 Ll의 밖의 부분에서의 함숫값은 0을 가지

므로 일계미분과 이계미분의 절댓값은 특정 함숫값을 넘지 않는다.

그리고 a1,a2, · · · ,am의 절댓값은 충분히 작게 선택할 수 있었으므로

위의 식의 우변을 임의로 작게 할 수 있다. 그러므로 부분적으로 fl

은컴팩트집합 Kl에서함수 fl−1와 (C2,ε)-근사하게만들수있다. fl이

Kl이 아닌 다른 K j에서도 근사하기 위해 K j의 좌표근방 U j의 좌표계

(y1,y2, · · · ,ym)를선택하고 fl과 fl−1의일계미분과이계미분사이의차

이를계산한다.컴팩트집합 Ll의밖의부분이 fl = fl−1이므로우리가

필요한 계산은 좌표근방 U j와 Ul의 교집합 U j ∩Ul을 포함하는 K j ∩Ll

에서의 차이이다. U j ∩Ul에서의 차이는 국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)와

(y1,y2, · · · ,ym)사이의적절한야코비안변환으로위식의우변을표현

할 수 있다. 그리고 최댓값정리에 의해 컴팩트 집합 K j ∩Ll 에서 야코
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비안의 각 성분의 절댓값은 특정한 값을 넘지 않는다. 그러므로 만일

a1,a2, · · · ,am의절댓값을충분히작게가지면 K j ∩Ll 에서위의식우변

을우리가원하는만큼작게만들수있다.그리고 Ll 밖에서도 fl와 fl−1

의차이는없도록만들수있다.그러므로 fl와 fl−1는 (C2,ε)-근사이다.

j = 1,2, · · · ,k일때위과정을반복하여 ε > 0에대해 fl−1와 (C2,ε)-

근사인 fl을정의할수있다.귀납법가정에의해 fl−1은 cl−1에서퇴화

하는 임계점을 가지지 않으므로 보조정리 2.2.8.에 의해 ε > 0에 대해

fl−1와 (C2,ε)-근사인 fl에서도 Cl에서임의의퇴화하는임계점을가지

지않는다.더욱 fl은 Kl에서퇴화하는임계점을가지지않도록만들었

으므로 fl은CL =Cl−1 ∪Kl에서퇴화하는임계점을가지지않는다.

그러므로 l = 1,2, · · · ,k에 귀납법에 의해 fk는 Ck = M에서 퇴화

하는 임계점을 가지지 않는다. 즉, fk는 M위의 모스함수가 된다. 더

욱 각 단계에서 충분히 작은 ε > 0을 잡았으므로 fk는 주어진 함수 g

와 임의의 특별한 ε′에 대해 (C2,ε′)-근사로 만들 수 있다. 여기서 ε′ =

min(ε1,ε2 · · · ,εl)이다.

2.3 임계점의위치

모스함수 f : M →R가주어지면 f의임계점들이어떻게관련되어

있는지와 M의 핸들분할(handle decomposition)을 조사할 때에 중요한

역할을 하는 그래디언트형 벡터장(gradient-like vector field)를 고려해

야한다.

이제부터 f는 m차원닫힌다양체위에정의된모스함수이고, X는

M에서의매끄러운벡터장(smooth vector field)라고가정하자.

정의 2.3.1. [5] 다음 두 조건을 만족하면 X는 모스함수 f : M → R에
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대한그래디언트형벡터장(gradient-like vector field)이다.

(1)함수 f가임계점이아닐때, X · f > 0이다.

(2)만일 p0가지표가 λ인 f의임계점이면적절한좌표계 (x1,x2, ·,xm)

을가진충분히작은근방 V를가져서 f를표준형태

f =−X2
1 −X2

2 −·· ·−X2
λ
+X2

λ+1 + · · ·+X2
m + f (p0)

으로표현할수있고 X는이함수의그래디언트벡터장(gradient vector

field)으로서

X =−2x1
∂

∂x1
−·· ·−2xλ

∂

∂xλ

+2xλ+1
∂

∂xλ+1
+ · · ·+2xm

∂

∂xm

으로나타낼수있다.

조건 (1)에의해함수 f의임계점이아닌부분에서는 X는 f의함숫

값이증가하는방향쪽으로향한다.즉,만일함수 f가높이함수(height

function)이면 X는위로향하게(upward)된다.

정리 2.3.2. [5]함수 f가M에서모스함수일때,함수 f에대한그래디

언트형벡터장 X가존재한다.

증명 다양체 M은 유한개의 좌표근방 U1,U2, · · · ,Um으로 덮히고 K j ⊂

U j인 K1 ∪K2 ∪·· ·∪Kk ⊂ M을만족하는컴팩트집합 K j이존재한다.더

욱,각임계점 p0이정확히하나의좌표근방Ui에포함되고 f가Ui에서

표준적인형태를가질수있다고가정할수있다. (먼저 f의각임계점

의좌표근방을선택하고나서 M을덮는U j들을더하여얻을수있다.)

이제 각 j = 1,2, · · · ,k에 대해 U j위에 있는 f의 그래디언트 벡터장 XJ

를만들자. U j에대한특별한좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)를이용하여만들수
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있다.

X j =
∂ f
∂x1

∂

∂x1
+

∂ f
∂x2

∂

∂x2
+ · · ·+ ∂ f

∂xm

∂

∂xm

에대하여 X j · f > 0를계산하면

X j · f = (

m∑
i=1

∂ f
∂xi

∂

∂xi
) · f

=

m∑
i=1

(
∂ f
∂xi

)
2

≥ 0

가된다.그러므로 f의임계점이아닌점에서 X j · f > 0이다.특별한좌

표계를 사용하여 그래디언트 벡터장을 각각 정의한 것이므로 i ̸= j일

때 Ui와 U j의 교집합 Ui ∩U j에서 Xi와 XJ가 같다는 것을 보장하지 못

하는 문제가 있다. 이를 위해 M 전체 위에 있는 매끄러운 벡터장 X를

정의하기위해 X j들과보조정리 2.2.9.의계단함수를이용하면된다.

함수 h j : U j →R를 (U j,R)에대응되는계단함수라고하자.그러면

h j는 0 ≤ h j ≤ 1인계단함수이고 p ∈Vj일때 h j(p) = 1이고 p /∈ L j일때,

h j(p) = 0이다. (K j ⊂ Vj ⊂ L j ⊂ U)위함수를 U j의밖의부분을 h j = 0

으로두어 h j : M → R인매끄러운함수로확장할수있다.

좌표근방U j안에있는각점 p에대하여스칼라(scalar) h j(p)배가

되는벡터 (h jX j)(p)가대응되는

h jX j

인벡터장을고려하자. U j 밖의모든점에서영벡터를갖도록하여이

벡터장을 M위의매끄러운벡터장으로확장할수있다.
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다양체M에서각 j = 1,2, · · · ,k에대한벡터장 h jX j들로구성할것

이고그들의합 X =
∑k

j=1 h jX j들을고려해보자.이 X가그래디언트형

벡터장이다.그이유로먼저보일것은임계점이아닌점에서 X · f > 0

이어야 한다는 것이다. 만일 p ∈ U j이면 (X j · f )(p) > 0이고 p /∈ U j이

면 h jX j = 0이다. 그러므로 (h jX j · f )(p) ≥ 0 이다. 그러나 컴팩트 집합

K1,K2, · · · ,Kk는 M을 덮으므로 p는 K1,K2, · · · ,Kk 중의 하나에 속한다.

p ∈ K j리고 하면 h j = 1이고 (X j · f )(p) > 0이다. 그러므로
∑k

j=1 h jX j

에서최소하나의항에서 f의미분이양수이므로 X · f > 0가된다.

그 다음은 오직 Ui에만 포함되고 임계점 p0 하나를 포함하는 작

은근방 V를선택한다.근방 V에서 H j = 1을갖는다.더욱 Ui에서 f는

표준형태이므로 V에서 h jX j는

X =−2x1
∂

∂x1
−·· ·−2xλ

∂

∂xλ

+2xλ+1
∂

∂xλ+1
+ · · ·+2xm

∂

∂xm

형태의벡터장이다. X의 h jX j부분의나머지는 V에서 0이기때문에정

의의조건을모두만족한다.

다음으로는임계값들을올리고내릴수있는가장간단한경우에

대해살펴볼것이다.

정리 2.3.3. [5]함수 f : M →R가모스함수이고 p1, p2, · · · , pr이 f의임

계점들이라고하면,임의의 i, j = 1,2, · · · ,r에대해 pi ̸= p j일때 f ′(pi) ̸=

f ′(p j)을만족하는임계점 p1, p2, · · · , pr을갖는모스함수 f ′ : M → R가

존재한다.

증명 임계점 p1, p2에서 f의 임계값이 c로 같다고 가정하고 f를 조금

수정하자. p1에 대한 국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)를 선택하여 f를 표준
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형태 f =−X2
1 −X2

2 −·· ·−X2
λ
+X2

λ+1 + · · ·+X2
m + c로쓸수있다.

X f를 (x1,x2, · · · ,xm)에 대한 f의 그래디언트형 벡터장이라고 하자. 그

러면

X f · f = (
∂ f
∂x1

)
2

+(
∂ f
∂x2

)
2

+ · · ·+(
∂ f
∂xm

)
2

= 4(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m)

가 된다. 충분히 작은 ε > 0에 대해 반경 ε인 Dε와 반경 2ε인 D2ε인 m

차원 원판을 각각 고려하자. 그러면 D2ε − int(Dε)의 영역 안에서 위의

방정식은 4ε ≤ X f · f ≤ 4(2ε)2
을만족하고컴팩트집합을 Dε := K이고

개집합을 int(D2ε) :=U라정의하면U는컴팩트집합 K을포함하는개

집합이된다. (U,K)에대한계단함수 h : U → R를고려해보자. U 밖의

부분에서는 h= 0이되는매끄러운함수 h : M →R으로확장할수있다.

이를이용하여

f̃ := f +ah

로정의하자.여기에서 a는 0이아닌충분히작은실수이다. U 밖의부

분에서 h = 0이므로 f = f̃가 된다. 그러므로 f와 f̃는 같은 임계점을

갖는다. int(Dε)에서 h = 1이므로 이 영역에서는 p1이 f와 f̃의 유일한

임계점이 된다. 그러므로 Dε와 D2ε 사이의 영역에서 f와 f̃는 다른 임

계점을갖는다. f와 f̃의일계미분차이를계산해보자.

∣∣∣∣ ∂ f
∂xi

− ∂ f̃
∂xi

∣∣∣∣= ∣∣∣∣a ∂h
∂xi

∣∣∣∣ , i = 1,2, · · ·m

그러므로 |a|를 충분히 작게하면
∑m

i=1 (
∂ f
∂xi
)

2
와

∑m
i=1 (

∂ f̃
∂xi
)

2
의 차이

를임의대로작게만들수있다.그러므로
∑m

i=1 (
∂ f
∂xi
)

2
(= X f · f )는 Dε와
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D2ε사이의최솟값 4ε2(> 0)을가지고만일 a가충분히작으면
∑m

i=1 (
∂ f̃
∂xi
)

2

도 Dε와 D2ε사이에서 0이아닌최솟값을가진다.즉,이영역에서는임

계점을가지지않게된다.그러므로 f와 f̃는같은임계점의집합을가

지고 f의정상적인임계점은 f̃에서도정상적인임계점이다.그러므로

f̃는모스함수가된다.

f̃ (P1) = f (p1)+a, f̃ (p2) = f (p2)

그러므로 f (p1) = f (p2)이지만 f̃ (p1) ̸= f̃ (P2)임을알수있다.

이과정을계속해나가면다른임계점들에대해다른임계값을주

는함수를만들수있다.

2.4 다양체의핸들분할

M을 닫힌 다양체라 하고 함수 f : M → R를 모스함수라고 하자.

Mt = {p ∈ M | f (p)≤ t}라고놓자.이때, t가변할때마다 Mt가어떻게

변하는지살펴볼것이다.그전에먼저미분동형사상에대해알아보자.

정의 2.4.1. [5]위상공간 X ,Y에대해함수 h : X → Y가일대일대응함

수이고 h와 h−1가연속이고 h,h−1 ∈C∞일때, h를미분동형사상(diffeo-

morphism)이라한다.이때, X와Y가미분동형(diffeomorphic)이라하고,

X ∼= Y로나타낸다.

정리 2.4.2. [5] 함수 f가 구간 [a,b]에서 임계값을 갖지 않을 때 Ma와

Mb는미분동형이다.

자세한증명은생략하고기하적으로보면다양체 Ma를그래디언

트형벡터장 X를따라흐르게하면특정시간후에 Ma를변형하여 Mb
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와만나고일치하게할수있다.

그러므로 변수 t가 임계점을 지날 때 Mt의 모양이 어떻게 변하는

지가문제이다.정리 2.3.3.에의해다른임계점에서 f가다른임계값을

가진다고 가정할 수 있다. 또한 f는 오직 유한개 n+ 1개의 임계점을

갖는다고할수있다.그러므로 f의임계값을오름차순으로정렬하고

대응되는임계점들을

p0, p1, · · · , pn

이라하고,ci = f (pi)라하자.그러면

c0 < c1 < · · ·< cn

이된다.여기서, c0는최솟값이고 cn은최댓값이된다.

그러므로 f (p)< c0인점 p는존재하지않는다.그래서 t < c0일때,

Mt = /0이된다.그리고임의의 p ∈ M에대해 f (p) ≤ cn이므로 t ≥ cn일

때, Mt = M이다.

먼저 최솟값부터 살펴보자. p0가 최솟값인 임계점이면 f의 표준

형태는

f = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m + c0

이되고 p0의지표는 0이다. ε > 0에대해 c0는최솟값이므로 Mc0−ε = /0

이되고Mc0+ε = {(x1,x2, · · · ,xm) | x2
1 +x2

2 + · · ·+x2
m ≤ ε}이되므로Mc0+ε

는 m차원원판 Dm과미분동형이다. f의표준형태는원판의중심에서

최솟값 c0을 가짐을 알려준다. f는 원판으로 다가갈 때 f가 증가하는

값을가지고원판의경계에서 c0 + ε값에도달한다.

최솟값 주변에서만 보았지만 ci가 최솟값이 아니더라도 t가 지표
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가 0인 임계점을 지날 때마다 위로 향하는 m차원 원판이 생긴다. 즉,

Mci+ε와 Mci−ε ⊔Dm가미분동형이다.지표가 0인임계점에서나타나는

(위로 향하는) m차원 원판을 0핸들(handle) 또는 m차원 0핸들(handle)

이라고한다.

이제 최댓값 cn 주변에 대해 생각해보자. f의 최댓값에 도달하는

유일한점 pn이있다고가정하자.그러면 f는표준형태

f =−x2
1 − x2

2 −·· ·− x2
m + cn

로표현할수있다. pn의지표는 m이다. cn이최댓값이므로 cn < t이면

Mt = M가되고 Mcn−ε = {(x1,x2, · · · ,xm) | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m ≥ ε}가된다.

Mcn−ε은 반경
√

ε인 m차원 원판의 여집합에 대응되고 경계는 Sm−1가

된다. t가 cn − ε에서 증가하여 cn을 지날 때는 Mcn−ε의 경계에서 부터

원판의중심으로채워진다.그러므로닫힌다양체가완성이되는것을

볼 수 있다. 즉, f는 원판의 중심에서 최댓값을 가지고 원판의 경계쪽

으로 가면 함숫값이 줄어든다. 이러한 (아래로 향하는) m차원 원판을

m핸들(handle)또는 m차원 m핸들(handle)이라고한다.

지표가 0과 m인 임계점 주변의 모습을 살펴보았다. 다음은 일반

적인지표 λ(0 ≤ λ ≤ m)인임계점 pi 근처에서임계값 ci에대응하는 t

를지날때 Mt의변화를살펴보자.

지표가 λ인임계점 pi의표준형태는

f =−x2
1 −·· ·− x2

λ
+ x2

λ+1 + · · ·+ x2
m + ci

이다. Mci−ε = {(x1,x2, · · · ,xm) | x2
1+ · · ·+x2

λ
−x2

λ+1−·· ·−x2
m ≥ ε}이되고
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지표가 λ인 m차원 원판을 λ핸들(handle) 또는 m차원 λ핸들(handle)에

대응되는것은

 x2
1 + · · ·+ x2

λ
− x2

λ+1 −·· ·− x2
m ≤ ε

x2
λ+1 + · · ·+ x2

m ≤ δ

이다. 여기서, 0 < ε < δ이다. 그러므로 λ핸들(handle)은 Dλ ×Dm−λ와

미분동형이다. λ-원판

Dλ ×0 = {(x1, · · · ,xλ,0, · · · ,0) | x2
1 + · · ·+ x2

λ
≤ ε}

은 λ핸들(handle)의코어(core)라하고, M−λ-원판

0×Dm−λ = {(0, · · · ,0,xλ+1, · · · ,xm) | x2
λ+1 + · · ·+ x2

m ≤ δ}

을코코어(co-core)라고한다.

정리 2.4.3. [5]집합 Mci+ε은집합 Mci−ε에 λ핸들(handle)이붙어져얻

은다양체와미분동형이다.

Mci+ε
∼= Mci−ε ∪Dλ ×Dm−λ

이제함수 f의표준형태로돌아가보면 λ핸들의코어 Dλ×0에서 f

의함숫값변화를알수있다.코어의중심에서 f의임계값 ci를가지고,

코어의 경계에서 f의 함숫값 ci − ε를 갖는다. 즉, 코어 Dλ × 0는 (아래

쪽으로향하는)뒤집힌(upside-down) λ-원판이다.코코어는중심에서 f

의임계값 ci를가지고,코코어의경계에서 f의함숫값 ci + ε를갖는다.
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즉,코코어 0×Dm−λ는 (위쪽으로향하는)똑바른(upright) m−λ-원판이

다.코어는아래쪽으로향하고코코어는위쪽으로향하여마치말안장

같아보인다.

0핸들의코어는 0차원이고코코어는 m차원이므로아래쪽방향은

없고 모든 방향은 위로 향한다. m핸들은 코어는 m차원이고 코코어는

0차원이므로모든방향은아래로향한다.

Mci−ε에 λ핸들 Dλ ×Dm−λ를 붙이는 것은 Mci−ε의 경계 ∂Mci−ε를

따라 ∂Dλ ×Dm−λ을 붙이는 것을 말한다. 이렇게 핸들을 붙이는 것을

좀더자세히묘사하기위해 ∂Dλ ×Dm−λ의각점이 ∂Mci−ε에대응되는

사상을정하자.

ϕ : ∂Dλ ×Dm−λ → ∂Mci−ε

각점 p∈ ∂Dλ×Dm−λ는 ϕ(p)∈ ∂Mci−ε에대응된다. ϕ은 λ핸들의붙이는

사상(attaching map)이라불리는매끄러운매장함수(smooth embedding

map)이다.코어의경계 ∂Dλ는 Sλ−1이고,붙이는구(attaching sphere)라

고 한다. 즉, 붙이는 사상(attaching map)은 m − λ차원의 두께를 가진

λ− 1-구 Sλ−1 ×Dm−λ에서 경계 ∂Mci−ε로 가는 매장함수(embedding)이

다.

ϕ : Sλ−1 ×Dm−λ → ∂Mci−ε

정의 2.4.4. [5] Dm에 다양한 지표들의 핸들을 붙여 얻어진 다양체를

m차원핸들바디(handlebody)라부른다.

Dm ∪Dλ1 ×Dm−λ1 ∪·· ·∪Dλm ×Dm−λm

더욱자세히핸들바디는다음세단계로정의한다.
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(1)원판 Dm은 m차원핸들바디이다.

(2) λ1핸들에C∞인붙이는사상(attaching map) ϕ1 : ∂Dλ1 ×Dm−λ1 →

∂Dm으로 Dm에붙여얻어진다양체

Dm ∪Dλ1 ×Dm−λ1

를 m차원핸들바디라고하고, H(Dm;ϕ1)라고나타낸다.

(3)만일 H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)이 m차원핸들바디라고하면 λi핸들에

C∞인붙이는사상(attaching map) ϕi : ∂Dλi ×Dm−λi → ∂N으로 N에붙여

얻어진다양체

N ∪Dλi ×Dm−λi

를 m차원핸들바디라고하고, H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1,ϕi)라고나타낸다

사실 다양체에 핸들이 붙여질 때마다 매끄럽게 만들수 있으므로

결과로얻어진핸들바디는매끄러운다양체이다.

0핸들이붙여진것은교집합이없이생기는것이므로 λi = 0인경

우붙이는사상이필요없다. λi = 0인경우에H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1,ϕi)에서

ϕi는의미가없지만형식적으로 ϕi의개념을유지한다.또한정의에서

(1)과 (2)의 조건만 있으면 논리상 충분하지만 (3)조건은 핸들바디의

기하학적인이미지를보여주는데도움이된다.

정리 2.4.5. [5]닫힌다양체M위에모스함수 f : M →R가있을때M의

핸들바디구조가 f에의해결정된다.핸들바디의핸들은 f의임계점에

대응되고핸들의지표는임계점의지표와일치한다.

즉, M은 핸들바디(handlebody)로서 표현할 수 있다는 말이다. 다

양체를 핸들바디로서 표현하는 것을 핸들분할(handle decomposition)
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이라고부른다.

증명 모스함수 f : M → R에 주어진 모든 임계점들은 다른 임계값을

갖는다고가정할수있다,그러므로임계값의오름차순으로임계점을

배열하여

p0, p1, · · · , pn

이라고하고임계점 pi의지표를 λi라고하자.그리고 M위의 f에대한

그래디언트형벡터장 X를고정하자.

임계점 pi의 i에대한귀납법으로증명할것이다. pi의임계값을 ci

라하고 Mci+ε이핸들바디임을보이자.

먼저 i = 0이면, 임계점p0의 지표는 0이고 p0는 f의 최솟값이다.

그러므로Mc0+ε이 Dm과미분동형이다. Dm은정의에의해 m차원핸들

바디이다.이경우에 Mc0+ε은 0핸들이다.

다음은 Mci−1+ε가 핸들바디 H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)라고 가정하자. 정

리 2.4.3.에서 Mci+ε는 Mci−ε에 λi핸들이 붙어 얻어진 다양체로 자연스

럽게붙이는사상 ϕ : ∂Dλi ×Dm−λi → ∂Mci−ε이존재하여

Mci+ε
∼= Mci−ε∪ϕDλi ×Dm−λi

임을 보였다. 또한 구간 [ci1 + ε,ci − ε]에는 임계점들을 포함하지 않으

므로정리 2.4.2.에의해

Mci−1+ε
∼= Mci−ε

임을알수있다.이미분동형사상은 Mci−1+ε이 Mci−ε을만날때까지그
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래디언트형벡터장 X를따라흐르도록주어진다.이미분동형사상을

Φ : Mci−1+ε → Mci−ε

이라고하자.

귀납가정에 의해 Mci−1+ε = H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)이므로 Mci−ε도 같

은핸들바디와미분동형이다.그러므로 Mci−ε에 λi핸들이붙여얻어진

Mci+ε도역시핸들바디 H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1,ϕi)와미분동형이다.

이것으로 증명이 완성되었지만 새로운 λi핸들의 붙이는 사상을

자세히소개하자면귀납법가정으로부터Mci−1+ε = H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)

이므로 Mci−ε
∼= H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)으로 생각할 수 있다. (λi핸들을 핸

들바디 H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)에 바로 붙일 순 없지만 Mci−ε에 붙이고 붙

이는사상 ϕ으로자연스럽게붙이면된다.)그러므로미분동형사상 Φ

에 의해 Mci−ε과 핸들바디 H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)이 일치할 때, λi핸들은

합성함수

Φ
−1 ◦ϕ : ∂Dλi ×Dm−λi → ∂{H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)}

에 의해 붙여진 것이다. 여기서 Φ−1는 Φ의 역함수이다. 만일 붙이는

사상 Φ−1 ◦ϕ을 ϕi로대체하면 Mci+ε의핸들바디는다음과같다.

H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1)∪ϕiD
λi ×Dm−λi = H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕi−1,ϕi)

위증명을통해 M의핸들분할은모스함수 f에의해얻어지고핸
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들의 수와 지표들은 f의 임계점에 의해 결정된다는 사실을 알 수 있

었다. 또한 핸들의 붙이는 사상 ϕi(= Φ−1 ◦ϕ)들은 f의 그래디언트형

벡터장에 의해 결정된다. 그러므로 f가 같아도 핸들분할의 구조는 f

의그래디언트형벡터장 X의선택과붙이는사상에의해다양하게나

타날수있다.

2.5 핸들슬라이딩과상쇄

핸들슬라이딩(sliding)에대해먼저알아보자.핸들슬라이딩을사

용하여핸들바디의미분동형타입을변하지않도록핸들의붙이는사

상을잘바꿀수있다.

M을 m차원닫힌다양체라하고 f : M → R를모스함수라고하자.

필요하다면 f를 변형시켜서 다른 임계점에서 다른 임계값을 갖도록

한다.그리고그들의임계값의오름차순으로배열된 n+1개의임계점

p0, p1, · · · , pn

이있다고가정하자.그리고 f에대한그래디언트형벡터장 X를고정

하고선택하자.

그러면 M을핸들바디로표현할수있다.

M = Dm ∪ϕ1 Dλ1 ×Dm−λ1 ∪ϕ2 · · ·∪ϕi Dλi ×Dm−λi ∪ϕi+1 · · ·∪ϕn Dm

여기서 λi는임계점 pi의지표이다.위의핸들분할에서 i핸들Dλi ×Dm−λi

를자세히보자. 0핸들부터 j핸들까지붙여얻어진부분핸들바디(sub-

handlebody) H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕ j)를 N j라고정의하자.그러면붙이는사상
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ϕi : ∂Dλi × Dm−λi → ∂Ni−1에 의해 i핸들은 Ni−1에 붙는다. 핸들Dλi ×

Dm−λi을 슬라이딩(slidig)하는 것은 ∂Ni−1의 동위사상(isotopy)에 의해

붙이는사상을바꿀수있다는것이다.

정의 2.5.1. [5] K를 k차원다양체라고하고 J를열린구간이라고하자.

열린구간 J에속하는모든실수 t에대해미분동형사상 ht : K → K이정

의되어있으면집합 {ht}t∈J을미분동형사상집합족이라고한다.다음

두조건을만족하면집합족 {ht}t∈J을동위사상(isotopy)이라한다.

(1)닫힌구간 [0,1]이열린구간 J에속하고변수 t가 t ≤ 0일때, ht

는 K에서연속적으로항등사상이된다.즉, ht = h0 = idk이다.또한,임

의의 t가 t ≥ 1일때, ht는항상 h1과같다.즉, ht = h1 = h이다.여기서 h

는 K에서미분동형사상이다.

(2) H(x, t) = (ht(x), t)로정의된사상 H : K×J → K×J가미분동형

사상이다.여기서 ht는변수 t의매끄러움에의존한다.

모스함수 f : M →R와 f에대한그래디언트형벡터장 X가주어질

때다양체 M을 f와 X에의해결정된핸들분할로표현한다.

정리 2.5.2. [5]임계점의아래첨자 i를고정하자. (0 ≤ i ≤ n)부분핸들

바디 Ni−1의경계 ∂Ni−1의동위사상 {ht}t∈J이주어지면그래디언트형

벡터장 X는다른그래디언트형벡터장 Y로바뀔수있다.이러한방식

으로 f와 Y에 의해 결정되는 새로운 핸들분할은 다음 조건을 만족한

다.

M = Dm ∪ψ1 Dλ1 ×Dm−λ1 ∪ψ2 · · ·∪ψi Dλi ×Dm−λi ∪ψi+1 · · ·∪ψn Dm

(1) 붙이는 사상을 포함하여 i− 1핸들까지 핸들분할의 구조는 변
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하지 않는다. 즉, 새로운 핸들분할에서 0핸들부터 j핸들까지 핸들의

부분핸들바디를 N j
′로 정의하면 j ≤ i − 1일 때 N j

′ = N j이고 ψi = ϕi

이다.

(2) i번째붙이는사상은다음 ψi로대체할수있다.

ψi = h◦ϕi

여기서, h : ∂Ni−1 → ∂Ni−1는 동위사상{ht}t∈J가 주어졌을 때, t = 1에

대응하는미분동형사상이다.

(3) 임의의 j(0 ≤ j ≤ n)에 대해 NJ
′의 미분동형사상 유형은 N j와

같다.

N j
′ ∼= N j

증명 c j를임계점 p j에서 f의함숫값이라고하고핸들바디M =Dm∪ϕ1

Dλ1 ×Dm−λ1 ∪ϕ2 · · ·∪ϕi D
λi ×Dm−λi ∪ϕi+1 · · ·∪ϕn Dm이라고하자.그러면모

든 j(0 ≤ j ≤ n)에대해 Mc j+ε = N j(= H(Dm;ϕ1, · · · ,ϕ j))이다.여기서 ε

은충분히작은양수이다. i핸들을자세히보자. Mci−ε에 i핸들을붙이는

사상을다음과같이정의하자.

ϕi : ∂Dλi ×Dm−λi → ∂Mci−ε

또한다음미분동형사상을고려해보자.

Φ : Mci−1+ε → Mci−ε
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Ni−1과 Mci−1+ε을일치시킬때 i핸들이 Ni−1에붙는붙이는사상 ϕi은

ϕi = Φ
−1 ◦ϕ : ∂Dλi ×Dm−λi → ∂Ni−1

에 의해 주어진다. 이 미분동형사상 Φ을 자세히 보자. 그러면 f가 구

간[ci−1 + ε,ci − ε]에서임계값을가지지않으므로

f−1([ci−1 + ε,ci − ε])∼= ∂Mci−1+ε × [0,1]

이다. 더욱 위의 미분동형사상에 의해 일치시키면 ∂Mci−1+ε의 각 점 p

에서우변의구간 {p}× [0,1]과좌변의점 p를지나는그래디언트형벡

터장 X의적분곡선과대응된다.조금더큰영역으로확장시키면구간

[ci−1 +
ε

2 ,ci − ε

2 ]에서도 f의임계값은존재하지않는다.그러므로충분

히작은양수 δ에대해

f−1([ci−1 +
ε

2
,ci −

ε

2
])∼= ∂Mci−1+ε × [−δ,1+δ]

으로 확장할 수 있다. 양변을 일치시키면 우변의 구간 {p}× [−δ,1+

δ]과 좌변의 X의 적분곡선이 대응된다. 그러므로 미분동형사상 Φ는

∂Mci−1+ε× [−δ,0]에서 ∂Mci−1+ε× [−δ,1]으로늘리는미분동형사상으로

설명할수있다.이미분동형사상은

Φ : (p, t) 7→ (p,
1+δ

δ
t +1), ∀(p, t) ∈ ∂Mci−1+ε × [−δ,0]

으로정의할수있고,경계 ∂Mci−1+ε에서 Φ은 (p,0)에서 (p.1)로대응시

키는사상이다.
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Ni−1와 Mci−1+ε을일치시킬수있으므로 Φ를 ∂Mci−1+ε에주어진동

위사상 {ht}t∈J으로여길수있다.그러면동위사상정의에의하여다음

미분동형사상 H : ∂Mci−1+ε × J → ∂Mci−1+ε × J을

H(x, t) = (ht(x), t)

으로정의하자.동위사상정의의조건 (1)에의해 H는 t ≤ 0과 t ≥ 1에서

t는독립적으로상수이다.편의를위해 H를반대로둔

H̃(x, t) = (h1−t(x), t)

을고려할수있다.이 H̃ : ∂Mci−1+ε × J → ∂Mci−1+ε × J도또한미분동형

사상이고, t ≤ 0과 t ≥ 1일때상수이다.

J는 구간 [0,1]을 포함하는 개집합이므로 길이를 조정하여 구간

(−δ,1+ δ)와 J를동일시할수있다,그러므로 f−1([ci−1 +
ε

2 ,ci − ε

2 ])
∼=

∂Mci−1+ε × [−δ,1+δ]일때,개집합 ∂Mci−1+ε × (−δ,1+δ)에서그래디언

트형벡터장 X가있고그들의적분곡선들은 {p}× (−δ,1+ δ)이다.여

기서 X는이개집합에서벡터장

∂

∂t

으로여길수있다.미분동형사상H : ∂Mci−1+ε×(−δ,1+δ)→ ∂Mci−1+ε×

(−δ,1+δ)에의해 X로부터유도된벡터장 H̃∗을고려하자. H̃가 t ≤ 0과

t ≥ 1에서상수이므로 H̃∗(X)는이영역에서 ∂

∂t (= X)이다.그러므로만

일개집합 ∂Mci−1+ε × (−δ,1+ δ)에서 H̃∗(X)으로벡터장 X를대체한다

면 t ≤ 0과 t ≥ 1의영역에서붙여진일부를따라 H̃∗(X)과 X는일치하기
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때문에새로운 H̃∗(X)는개집합 ∂Mci−1+ε × (−δ,1+δ)의밖의부분에서

원래 X로 매끄럽게 확장할 수 있다. 이 변화에 의해 만들어진 새로운

벡터장을 Y라고 하자. 벡터장 X의 적분곡선을 따라 Mci−1+ε에 흐르는

미분동형사상 Φ : Mci−1+ε → Mci−1+ε을 결정했던 것과 같은 방식으로

벡터장 Y의적분곡선을따라 Mci−1+ε에서흐르는미분동형사상

Ψ : Mci−1+ε → Mci−1+ε

이라고하자. Ψ를 ∂Mci−1+ε의영역에서제한하면 Ψ는 (p,1)을 (h(p),0)

으로보낸다.여기서점 p는 ∂Mci−1+ε에속한다.그러므로 f와 Y에의해

결정되는핸들분할에서 i핸들은붙이는사상

Ψ
−1 ◦Φ = h◦Φi

에의해 Ni−1 = ∂Mci−1+ε에붙는다.핸들바디의일부에서 X와 Y는일치

하기때문에 i− 1핸들까지핸들바디의구조는변하지않는다.그러므

로 j ≤ i−1일때 N j
′ = N j이고 ψi = ϕi이다.

또한 Mc j+ε(= {p ∈ M | f (p) ≤ c j + ε})의 정의에서 그래디언트형

벡터장의개념이없기때문에 N j = Mc j+ε의미분동형사상의유형은임

의의 j에대하여변하지않는다.

보조정리 2.5.3. [5] S1,S2은 k차원의다양체 K의각각의차원이 s1,s2인

닫힌부분다양체이다.만일 s1 + s2 < k이면 h0 = idk이고 h1(S1)∩S2 = /0

인 K의동위사상 {ht}t∈J가존재한다.

위 보조정리는 만일 위의 조건이 만족되면 S1을 K의 동위사상

{ht}t∈J와 S1을 움직여 S2와 분리시킬 수 있다는 말이다. 즉, S1과 S2의
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차원이 D의차원과비교하여충분히작게하면 S1과 S2가서로만나지

않도록할수있다는것이다.

정의 2.5.4. [5] t →∞일때, X의적분곡선을따라임계점 pi에수렴하는

M[ci−1+ε, ci+ε] = {p ∈ M | ci−1 + ε ≤ f (p)≤ ci + ε}

안의모든점 p의집합을임계점 pi와관련된하원판(lower disk)이라고

부른다. 여기서 임계점 pi 그 자체는 하원판에 포함되어 있다고 여긴

다.비슷하게 t →−∞일때, X의적분곡선을따라임계점 pi에수렴하는

M[ci−1+ε, ci+ε]안의모든점 p의집합을임계점 pi와관련된상원판(upper

disk)이라고부른다.여기서임계점 pi그자체는상원판안에포함되어

있다고 여긴다. 임계점 pi와 관련된 하원판과 상원판은 각각 Dl(pi)와

Du(pi)으로정의한다.

그래디언트형벡터장 X는 pi의근방에서그래디언트벡터장과일

치힌다. 그리고 함수 f의 표준형태와 Dl(pi)의 정의를 상기시키면 다

음을얻을수있다.

Dl(pi)∩M[ci−ε, ci+ε] = {(x1, · · · ,xm) | x2
1+ · · ·+x2

λi
≤ ε,xλ+1 = · · ·= xm = 0}

이교집합은 λi차원의원판이다.또한다음을얻을수있다.

Dl(pi)∩M[ci−1+ε, ci−ε] =위 λi차원원판의경계× [ci−1 + ε, ci − ε]

Dl(pi)은 위 두 수식의 합집합이기 때문에 λi차원의 원판 그 자체와

미분동형이다. 비슷하게 Du(pi)와 m− λi차원 원판은 미분동형이다.
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Mci+ε는 Mci−1+ε에 λi핸들이붙은것이라고볼때 Dl(pi)는 λi핸들의코

어이고 Du(pi)는 코코어에 대응한다. ∂Dl(pi)는 λi핸들의 붙이는 사상

ϕi에 의해 ∂Mci−1+ε안에 매장되어 있다. 임계점 pi의 ∂Du(pi)은 같은

∂Mci−1+ε에매장된구이다.

보조정리 2.5.5. [5] 임계점의 아래첨자 i를 고정하자. 만일 pi−1의 지

표가 pi의 지표보다 크거나 같으면 그래디언트형 벡터장 X를 붙이는

사상 ϕi를 ψi으로 바꿀 수 있도록 또 다른 그래디언트형 벡터장 Y로

바꿀수있어서고정된모스함수 f : M → R를유지하여

ψi(∂Dl(pi))∩ (∂Du(pi)) = /0

를얻을수있다.이러한변화는 0핸들부터 i−1핸들의상황을바꾸지

않는다.

보조정리 2.5.6. [5] 모스함수 f : M → R의 두 개의 임계점 pi−1, pi를

포함한 M[ci−2+ε, ci+ε]을 고려하자. K(pi−1)는 t → ∞, t → −∞일 때, X의

적분곡선을따라임계점 pi−1로수렴하는M[ci−2+ε, ci+ε]안의점 p의집합

을말한다.여기서 pi−1 ∈ K(pi−1)이다.비슷하게임계점 pi에대해서도

K(pi)를정의하자.만일 K(pi−1)∩K(pi) = /0이면모스함수 f : M →R는

다음조건을가지는또다른모스함수 g : M → R로바꿀수있다.

(1) M[ci−2+ε, ci+ε]영역밖에서는 f = g이다.

(2) f와 g의임계점들의집합이나그들의지표는일치한다.

(3) g(pi−1) = a,g(pi) = b

여기서 a,b는 ci−2+ε보다는크고 ci+ε보다는작은임의로주어진

실수이다.
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즉,이보조정리는 K(pi−1)와 K(pi)의교집합이없을때임계점의

함숫값을임의로선택한실수 a와 b로줄수있다는뜻이다.

정리 2.5.7. [5] M이 m차원 닫힌 다양체이고 모스함수 f : M → R가

주어져있을때, f를변형하여다음조건을만족하도록할수있다.임

의의 임계점 pi와 p j에 대하여 f (pi) < f (p j)이면 p j의 지표가 pi의 지

표보다크거나같다.

증명 f : M → R를모스함수이고, X를 f에대한그래디언트형벡터장

이라고하자. n+1개의임계점들은다른함숫값을갖는다고가정하자.

그들의임계값들의오름차순으로

p0, p1, · · · , pn

으로정의하자. pi의임계값을 ci로정의하면

c0 < c1 < · · ·< cn

가된다. pi의지표들은오름차순이지만특정 i에서 index(pi−1)> index(pi)

로반대로있다고가정하자.

그러면보조정리 2.5.5.에의해 f와관련된벡터장 X를 Y로변형할

수 있다. 그래서 ∂Dl(pi)와 ∂Du(pi−1)는 f−1(ci−1 + ε)(= ∂Mci−1+ε)안에

서서로만나지않도록할수있다.그리고 ∂Dl(pi)는 Y를따라흘러도

pi−1로수렴하지않는다.그리고 ∂Du(pi−1)도 Y를따라위로흘러도 pi

로수렴하지않는다.그러므로 K(pi−1)와 K(pi)는 M[ci−2+ε, ci+ε]에서서

로소가되므로보조정리 2.5.6.을적용할수있다. a > b인 a, b를선택

하자. 그러면 f : M → R을 M[ci−2+ε, ci+ε]에서 g(pi−1) = a > b = g(pi)을
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만족시키는 g : M → R로바꿀수있다.

pi−1와 pi의다른임계점에대해 g의함숫값은 f와같다.즉,요약

하면 pi−1는 pi의지표보다는크고 pi의함숫값보다는작았지만지금은

pi−1의 함숫값도 pi보다 더 커졌다. 그러므로 이제 pi−1은 pi보다 함숫

값도크고지표도크므로 pi−1을 pi로 pi를 pi−1로다시정의하자.그리

고 a = ci, b = ci−1로 두자. 그러면 g(pi−1) < g(pi)이고 index(pi−1) <

index(pi)이다. 그리고 i− 1번째와 i번째에 임계점의 임계값과 지표를

뒤바꾸면일치한다.이런전환은한단계씩차례로유한번하면전체가

바뀌어임계값과지표들의오름차순으로정렬할수있다.

위의 증명을 좀 더 자세히 보면 같은 지표의 핸들들을 차례로 바

꾸지않더라도편하게같은함숫값을동시에줄수있음을알수있다.

정리 2.5.8. [5] M이 m차원 닫힌 다양체이고 모스함수 f : M → R가

주어져있을때,함수 f를아래조건을만족하는또다른모스함수 g :

M → R로변경할수있다.

(1) f와 g는같은임계점을갖는다.더욱,같은지표를가진임계점

의수가일치한다.

(2) g의 임계점 pi, p j에 대해 index(pi) < index(p j)이면 g(pi) <

g(p j)이다.

(3) index(pi) = index(p j)이면 g(pi) = g(p j)이다.

즉,위정리를정리해보면 Nλ는 λ− 1보다같거나작은지표의핸

들이붙어이루어진핸들바디 Nλ−1에 λ핸들 r개가서로소합집합으로

붙어이루어진것이다.

Dλ ×Dm−λ ⊔Dλ ×Dm−λ ⊔·· ·⊔Dλ ×Dm−λ
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여기서 r은지표가 λ인핸들의수이다.

증명 정리 2.5.7.의증명에서보조정리 2.5.5.는 f (pi−1)< f (pi)이고

index(pi−1)> index(pi)인임계점 pi−1, pi에적용할수있지만 f (pi−1)<

f (pi)이고 index(pi−1) = index(pi)인임계점 pi−1, pi에도적용할수있

다. 그러므로 pi−1와 pi의 지표가 일치할 때, 보조정리 2.5.5.를 적용할

수 있으므로 K(pi−1)과 K(pi)를 서로 만나지 않도록 할 수 있다. 그러

면 보조정리 2.5.6.에 의해 pi−1와 pi의 임계값을 자유롭게 조정할 수

있어서두임계점의임계값이일치하도록함수를변형할수있다.

정의 2.5.9. [5] A를 a차원다양체, B를 b차원다양체, K를 k차원다양

체라 하고, A ⊂ K, B ⊂ K이고 a+ b = k이라 하자. 만일 U의 국소좌표

계 (x1,x2, · · · ,xk)일때, A∩U가 xa+1 = xa+2 = · · · = xk = 0이고 B∩U는

x1 = x2 = · · ·= xa = 0으로쓸수있는열린근방U가존재한다면 A와 B

는점 p0 ∈ K에서수직으로만난다라고한다.

이 좌표에서 점 p0는 국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xk)의 원점 (0, · · · ,0)

이다.

M이 m차원 닫힌 다양체이고 모스함수 f : M → R이고 X가 f에

대한그래디언트형벡터장이라고할때임계점 pi들의임계값을오름

차순으로정렬하자.그리고 M[ci−2+ε, ci+ε]를 M으로나타내자.

정리 2.5.10. [5]임계점 pi−1, pi ∈ M에대해다음을가정하자.

(1) index(pi−1) = λ이면 index(pi) = λ+1이다.

(2) 두 임계점이 분리되었을 때, ∂Dl(pi)와 ∂Du(pi−1)는 등위면

(level surface) f−1(ci−1 + ε)안의한점에서수직으로만난다.

그러면 f를다음두조건을만족하는모스함수 g로변형할수있다.
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(A) g는 int(M)에서임계점을가지지않는다.

(B) M의밖의부분과경계근처에서는 f = g이다.

위 정리에서 나타나는 등위면 f−1(ci−1 + ε)은 m− 1차원 다양체

이고몰입된다양체 ∂Dl(pi)와 ∂Du(pi−1)은각각차원이 λ와 m−λ− 1

을 가진다. 그러므로 f−1(ci−1 + ε)의 차원은 ∂Dl(pi)과 ∂Du(pi−1)의 차

원의 합이 된다. 그러므로 ∂Dl(pi)과 ∂Du(pi−1)은 등위면 f−1(ci−1 + ε)

안의한점에서수직으로만난다고할수있다.

증명 가정에 의해 ∂Dl(pi)와 ∂Du(pi−1)이 등위면 f−1(ci−1 + ε)안의 한

점에서수직으로만난다.이때만나는한점을 q0라고하자.그러면 q0

를지나는적분곡선C =C(t)는다음조건을가진다. t → ∞일때C(t)는

∂Dl(pi)을따라점 pi로수렴하고, t →−∞일때C(t)는 ∂Du(pi−1)을따라

점 pi−1로수렴한다.이조건을가진 X의유일한적분곡선은 C이다.그

러므로 C를점 pi와점 pi−1를끝점으로하는컴팩트곡선의조각으로

생각할수있다.

index(pi−1) = λ이기 때문에 그래디언트형 벡터장의 정의로부터

적절한 국소좌표계 (x1,x2, · · · ,xm)를 가진 점 pi−1의 근방 V1에서 X를

다음과같이쓸수있다.

X =−2x1
∂

∂x1
−·· ·−2xλ

∂

∂xλ

+2xλ+1
∂

∂xλ+1
+ · · ·+2xm

∂

∂xm

편의를위해 x1과 xλ+1의역할을바꿀수있다.그러면 X를 pi−1근처에

서다음과같은형태를가진다.

X = 2x1
∂

∂x1
−·· ·−2xλ

∂

∂xλ

−2xλ+1
∂

∂xλ+1
+ · · ·+2xm

∂

∂xm
(2.1)
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index(pi) = λ+1이기때문에적절한국소좌표계 (y1,y2, · · · ,ym)을가진

점 pi의근방 V2에서 X를다음과같이쓸수있다.

X =−2y1
∂

∂y1
−·· ·−2yλ+1

∂

∂yλ+1
+2yλ+2

∂

∂yλ+2
+ · · ·+2ym

∂

∂ym
(2.2)

식 (2.1)와 (2.2)은적분곡선 C의끝점근처의근방 V1과 V2이지만

다음 (a), (b)와 (c)을만족하는전체곡선 C의근방 U에서의국소좌표

계 (x1,x2, · · · ,xm)를찾을수있다.

(a)이국소좌표계안에서점 pi−1의좌표는 (0,0, · · · ,0)이다.

(b)이국소좌표계안에서점 pi의좌표는 (1,0, · · · ,0)이다.

(c) X는U에서

X = 2ν(x1)
∂

∂x1
−·· ·−2xλ

∂

∂xλ

−2xλ+1
∂

∂xλ+1
+2Xλ+2

∂

∂Xλ+2
+ · · ·+2xm

∂

∂xm

(2.3)

이다.여기서 ν(x1)은 δ > 0인구간 −δ < x1 < 1+δ에정의된변수 x1을

가지는 C∞함수이다.더욱, x1이 0의근방에있으면 ν(x1) = x1이고, 1의

근방에있으면 ν(x1) = 1− x1이다.또한 0 < x1 < 1일때 ν(x1)> 0이다.

ν(x1)의조건으로부터 X의 (2.3)은점 pi−1의근방에서는 (2.1)과일

치하고, (y1,y2, · · · ,ym) = (x1 −1,x2, · · · ,xm)으로좌표변환을한후에점

pi의근방에서는 (2.2)과일치한다.

곡선 C의근방U에서 (2.3)으로묘사된벡터장 X를변형하여U의

전체에서 X ̸= 0이되도록한다.이렇게하기위하여변수 s에의존하는

집합족 {νs(x1)}s을구성하자.더욱자세히보면다음조건을만족하는

집합족이다.

(a)각 νs(x1)는 −δ < x1 < 1+δ에서정의된C∞함수이다.
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(b)충분히작은양수 η에대해 νs(x1)들은 −η < s < 2η에서변수 s

와움직이는것으로정의되었다.

(c) 임의의 s ≥ η에 대해 νs(x1) = ν(x1)이다. 여기서 ν(x1)는 X의

(2.3)에묘사된함수이다.

(d)임의의 s ≤ 0에대해 νs(x1) = ν0(x1)이다.더욱,임의의 x1에대

해 ν0(x1)< 0이다.

(e) 만일 x1 < − δ

2이거나 x1 > 1+δ

2 이면 임의의 s에 대해 νs(x1) =

ν(x1)이다.

이런조건으로부터의상황은눈에보이기힘들지만변수 s가 η와

같을때함수 ν(x1)자체로함수를변형할수있고, s가 0으로줄어드는

것처럼함수 ν(x1)의값을아래로내려 s = 0일때는항상음수값을갖

도록할수있다.

U의근방에서벡터장 X에서다음벡터장 X̃로바꿀수있다.

X̃ = 2νρ(x1)
∂

∂x1
−·· ·−2xλ

∂

∂xλ

−2xλ+1
∂

∂xλ+1
+2Xλ+2

∂

∂Xλ+2
+· · ·+2xm

∂

∂xm

초항에나온 ρ는 ρ = x2
2 + x2

3 + · · ·+ x2
m으로정의된U위의 C∞함수이고,

νρ(x1)는 변수 s에 대해 함수 ρ를 대신할 집합족 {νs(x1)}s으로부터 얻

어진다.집합족 {νs(x1)}s의조건 (c)과 (d)에의해 X̃는 C와분리된 U의

부분집합에서 X와일치한다. X̃의두번째세번째항들은 x1축위에있

지않으면 0이아니고, x1축위에서는 X̃의초항이 2ν0(x1)< 0(ρ = 0)을

만족하므로 X̃ ̸= 0이다.그러므로U위의모든점에서 X̃ ̸= 0이다.

X̃는C와분리된U의부분집합에서 X와일치하기때문에 X̃를U의

밖의부분에서 X와같이매끄럽게확장할수있어서 M전체의벡터장

Y를얻을수있다.즉,벡터장 X와 Y는C의작은근방에서만다르다.
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모스함수 f : M → R의 연속적인 임계점 pi−1와 pi을 포함한 M̄를

고려하자. 벡터장 Y를 위처럼 함수값이 0을 갖지 않도록 구성하자. Y

의구조를가까이에서살펴보면Y의모든적분곡선은밑의경계 ∂0M̄ =

f−1(ci−2+ε)을통해 M̄에들어가고위의경계 ∂1M̄ = f−1(ci+ε)를통해

나간다.이사실을이용하여 M̄위의함수 f̃ : M →R를 ci−2+ε에서 ci+ε

까지 Y의적분곡선을따라증가하는매끄러운함수로정의할수있다.

또한 f̃는경계근처의근방에서는 f와일치하도록구성할수있다.그

러면 M̄의 밖의 부분에서 f가 되도록 f̃를 확장하여 새로운 매끄러운

함수 g : M → R를 얻을 수 있다. 이 함수 g는 모스함수이고 Y가 g에

대한그래디언트형벡터장이다.그리고이함수 g가조건 (A)와 (B)를

만족한다.

위정리를통해(A)로부터 f가 g로바뀌었을때M안의임계점 pi−1

와 pi가상쇄될수있음을알수있다. g에대한그래디언트형벡터장 Y

를고정하면 (B)에의해 M의밖의영역에서 Y가 f에대한그래디언트

형벡터장 X와일치한다고가정할수있다.그러므로 g와Y로결정되는

핸들분할에서 pi−1와 pi에 대응되는 핸들들이 함께 상쇄될 수 있음을

알수있다.

정의 2.5.11. [5]경계있는 m차원다양체 N에 λ핸들이붙은상황을고

려하자.

N′ = N ∪ϕ Dλ ×Dm−λ

이경우에 λ핸들의코코어 0×Dm−λ의경계 0×∂Dm−λ를 λ핸들의띠구

(belt sphere)라고부른다.이띠구(belt sphere)는 ∂N′에몰입된 m−λ−1

차원의구이다.
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이띠구는이름처럼띠가둘러있는것처럼 λ핸들의주위를둘러

있다.

정리 2.5.12. [5] M이 m차원 닫힌 다양체라고 하자. 만일 M이 연결

(connected)공간이라면지표가 0인임계점 1개와 지표가 m인임계점

1개가있는 M위의모스함수 f : M → R가존재한다.

증명 이제모스함수 f : M → R가지표 0인임계점들은같은임계값 co

의 값을 가지고 지표가 1인 모든 임계점들은 같은 임계값 c1(> c0)의

값을 가진다고 가정할 수 있다. 모스함수에 대한 핸들분할은 다음과

같은형태를얻는다.

Mc0+ε = Dm
1 ⊔Dm

2 ⊔·· ·⊔Dm
r (0핸들들의서로소합집합의형태)

Mc1+ε은 Dm
1 ⊔Dm

2 ⊔ ·· · ⊔Dm
r에 1핸들들을붙여얻어진다.만일 Mc1+ε이

연결공간이아니라면연결성분 K1,K2, · · · ,Ks이하나보다많이이루어

져있을것이고Mc1+ε에지표가 2인핸들들이나더높은지표의핸들들

이 붙어 M을 얻기 때문에 M도 하나 이상의 연결성분을 가지게 된다.

(왜냐하면지표가 2이거나더높은지표의핸들의붙이는사상은연결

이기때문에붙여지면하나의연결성분으로붙는다.그러므로연결성

분의수는그런핸들들이붙은후에줄어들지않는다.)그러므로이는

M이연결공간이라는사실에모순이되므로Mc1+ε도연결공간이된다.

Mc0+ε에서 Dm이많이존재한다고가정하자.그러면 Dm
r 의사이들

은 1핸들 D1 ×Dm−1에 의해 다른 Dm
i 을 연결시켜 줄 것이다. 1핸들의

붙이는구 ∂D1×0(= 2개의점)는 0핸들의 Dm
r의띠구 ∂Dm

r은한점에서

만나므로 0핸들Dm
r에대응되는임계점과 1핸들D1×Dm−1에대응되는

임계점들은서로없어진다.이논의를계속하면지표가 0인임계점이

42



오직한개인모스함수 g : M → R을얻는다.

다음부호가바뀐함수−g : M →R을고려하자.말하자면함수−g

는 g를위에서아래로방향을바꿔얻어진모스함수이다.임계점의집

합은 g와−g가같을지라도 g의임계점 pi의지표가 λ라면−g의임계점

pi는 m−λ의 지표를 갖는다. 즉, 핸들분할의 용어에서 코어와 코코어

의역할을바뀌고, g의 λ핸들이−g의 m−λ핸들이된다.그러므로이를

통해 −g를변형하여 0핸들의수가한개가되도록할수있다.즉, g의

m핸들의개수는 1개이다.그러므로변형된 g는오직한개의 0핸들과m

핸들를갖는다.
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제 3장

핸들분할의예

3.1 2차원다양체의예

제 2 장의 내용을 바탕으로 모스함수 f에 대한 핸들분할을 해보

자. 간단한 예로 2차원 구(sphere)와 사영평면(projective plane)에 대해

살펴보자.

예 3.1.1. [5] 2차원구 S2를

S2 = {(x1,x2,x3) | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}

로정의하고모스함수 f : S2 → R를다음과같이정의하자.

f (x1,x2,x3) = x3

이렇게 정의한 함수 f를 좌표 x3에 대한 높이함수(height fuction)라고

한다. f가 매끄럽다는 것은 각 점 근처의 임의의 좌표계 φ에 대하여

f ◦ φ−1가 미분가능하다는 것이므로 먼저 S2의 좌표계에 대해 살펴봐

야 한다. S2의 좌표근방을 북반구(x3 ≥ 0)와 남반구(x3 ≤ 0)로 나누어

서 보자. 북반구에 대한 좌표계를 φ
−1
N (x1,x2) = (x1,x2,

√
1− (x2

1 + x2
2))

라하고,남반구에대한좌표계를 φ
−1
S (x1,x2) = (x1,x2,−

√
1− (x2

1 + x2
2))

라하자.그러면추이사상 φS ◦φ
−1
N (x1,x2) = (x1,x2)은교집합 x2

1+x2
2 = 1
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에서C∞이므로 S2는매끄러운다양체가된다.

그러므로각좌표계에서의임계점을살펴보면먼저북반구에서는

f ◦φ
−1
N =

√
1− (x2

1 + x2
2)이므로

∂( f◦φ
−1
N )

∂x1
= −x1√

1−(x2
1+x2

2)
, ∂( f◦φ

−1
N )

∂x2
= −x2√

1−(x2
1+x2

2)

이된다.그러므로 (0,0)에서임계점이존재한다.또한임계점 (0,0)의

헤세행렬은 H( f◦φ
−1
N )(0,0) =

 −1 0

0 −1

이된다. detH( f◦φ
−1
N ) ̸= 0이므

로정상적인임계점이되고지표가 2이므로임계값 1에 2핸들이대응

된다. 다음 남반구에서는 f ◦ φ
−1
S = −

√
1− (x2

1 + x2
2)이므로

∂( f◦φ
−1
S )

∂x1
=

x1√
1−(x2

1+x2
2)

, ∂( f◦φ
−1
S )

∂x2
= x2√

1−(x2
1+x2

2)
이된다.그러므로 (0,0)에서임계점이

존재한다.또한임계점 (0,0)의헤세행렬은 H( f◦φ
−1
S )(0,0) =

 1 0

0 1


이 된다. detH( f◦φ

−1
N ) ̸= 0이므로 정상적인 임계점이 되고 지표가 0이므

로 임계값 −1에 0핸들이 대응된다. f는 정상적인 임계점만 존재하므

로 모스함수이다. 그러므로 f에 의한 S2의 핸들분할은 다음과 같이 0

핸들과 2핸들로구성된다.

S2 = D2 ∪D2

다음으로는사영평면(projective plane)의핸들분할에대해알아보자.

예 3.1.2. [5] 3차원유클리드공간 R3에서원점을지나는모든직선들

의집합을고려하자.사영평면 P2는 2차원다양체의구조를가진집합

이다.원점이아닌임의의점 (x1,x2,x3)에서원점과 (x1,x2,x3)을지나는

직선은 유일하게 결정된다. 이 직선을 P2의 유일한 점으로 생각하자.

P2의 점을 [x1,x2,x3]으로 정의한다. R3에서 두 직선이 일치하는 필요

충분조건은한직선은원점과 (x1,x2,x3)을지나고다른직선은원점과
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(y1,y2,y3)을지날때 (x1,x2,x3) = (αy1,αy2,αy3)울만족하는원점이아

닌실수 α가존재해야한다.즉,위조건은 P2의두개의점이일치하는

필요충분조건이다.그러므로 [x1,x2,x3] = [y1,y2,y3]이된다.

위 조건을 이용하여 P2가 컴팩트임을 보일 수 있다. P2의 임의의

점 [x1,x2,x3]에대해 y2
1+y2

2+y2
3 = 1인점 (y1,y2,y3)은위조건을만족하

는 α가존재한다.여기서 (y1,y2,y3)는단위구 S2의점이다.임의로주어

진 [x1,x2,x3]은 단위구의 점 (y1,y2,y3)으로 정해지기 때문에 [y1,y2,y3]

에서 (y1,y2,y3)으로 가는 사상 S2 → P2은 연속인 전사함수이다. S2는

컴팩트이므로연속함수의이미지인 P2도컴팩트이다.

위의사상 S2 → P2을사영이라고부른다.이사영사상은 S2의두점

(y1,y2,y3),(−y1,−y2,−y3)을 P2의같은점으로보내는 2−1사상이다.

함수 f : P2 → R를다음과같이정의하자.

f ([x1,x2,x3]) =
a1x2

1 +a2x2
2 +a2

3

x2
1 + x2

2 + x2
3

여기서 a1,a2,a3은 a1 < a2 < a3을 만족하는 임의로 고정된 상수이다.

모든 xi들에일제히 α배를해도함숫값은변하지않으므로 P2 위에잘

정의된함수이다.

아래첨자 i를 고정하고 xi ̸= 0인 P2의 점 [x1,x2,x3]으로 구성된 Ui

를고려해보면Ui는 P2의개집합이다.예를들어 i = 2이면다음과같이

정의된Ui위에 2차원국소좌표계 (X1,X2)가존재한다.

X1 =
x1

x2
,X2 =

x3

x2

위에정의된 f에서분모와분자를 x2
i로나누면 f의국소좌표계 (X1,X2)
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로표현할수있다.

f (X1,X2) =
a1X2

1 +a2 +a3X2
2

X2
1 +1+X2

2

임계값을찾기위해 X2에대해 f를미분하면

∂ f
∂X2

=
2X2{(a3 −a1)X2

1 +(a3 −a2)}
(X2

1 +X2
2 +1)2

이된다. a3 > a j( j = 1,2)이므로우변이 0이려면 X2 = 0이다.

다음 X2 = 0위에서 f의축소함수 f |X2=0을고려하면

f |X2=0=
a1X2

1 +a2

X2
1 ++1

이다.위와같은이유로 X1에대해 f |X2=0을미분하면이미분이 0인것

과 X1 = 0이것은동치이다.이과정을계속하면좌표근방Ui위에있는

f의임계점은반드시 X1 = X2 = 0이다.즉Ui위의 f의임계점은국소좌

표계 (X1,X2)는원점 (0,0)이다.그러므로 [x1,x2,x3]에서 [1,0,0], [0,1,0],

[0,0,1]이Ui위에서유일한임계점이된다.

이임계점에서 f의헤세행렬은대각선외의성분은모두 0인행렬

이다. U1에서의임계점 [1,0,0]의헤세행렬은

H =

 2(a2 −a1) 0

0 2(a3 −a1)


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이고U2에서의임계점 [0,1,0]의헤세행렬은

H =

 2(a1 −a2) 0

0 2(a3 −a2)


이고U3에서의임계점 [0,0,1]의헤세행렬은

H =

 2(a1 −a3) 0

0 2(a2 −a3)


이다. a1 < a2 < a3이므로 det(H) ̸= 0이된다.그러므로 f는모스함수이

다.또한임계점 [1,0,0]은지표가 0이고임계점 [0,1,0]은지표가 1이고

임계점 [0,0,1]은지표가 2가된다.

그러므로 P2는다음과같이핸들분할이된다.

P2 = D2 ∪D1 ×D1 ∪D2

1핸들의붙이는구는두점 ∂D1×0이다.만일 ∂X가공집합이아닌

연결집합이면동위사상으로유일한매장함수 ϕ : ∂D1×0 → ∂X가존재

한다. n ≥ 2이면 π0(O(n−1))∼= Z2이므로정확히 ϕ(∂D1 ×0)에두개의

틀이존재한다.그러므로각 n ≥ 2에대해 0핸들에 1핸들이붙어얻을

수있는 n차원다양체는정확히 2개가존재한다. [3]

2차원다양체에서 0핸들에 1핸들이붙어얻을수있는모양은위

와 같이 2가지 형태이다. 만약 왼쪽처럼 붙이면 원환(annulus)이 생기

므로 2핸들을붙여서닫힌곡면을얻기어렵다.그러므로사영평면은

오른쪽처럼붙여야한다.오른쪽그림에서 0핸들과 1핸들의합집합경

48



그림 1: D2에붙은 1핸들 [3]

계가하나의원인뫼비우스의띠(Mbius band)의경계와동형이므로하

나의 2핸들로덮을수있다.그러므로사영평면 P2의핸들분할은오른

쪽 그림처럼 1핸들을 붙여 얻어진 다양체에 2핸들을 붙인것과 같다.

즉,뫼비우스의띠에원판을경계에따라붙여얻어진것이라고볼수

있다.

3.2 3차원다양체의예

M에연결공간이고향을줄수있는닫힌 3차원다양체라고하자.

그러면 0핸들과 3핸들이하나씩존재하는모스함수 f : M → R가존재

해서다음과같이핸들분할을할수있다.

M = h0 ∪ (h1
1 ⊔h1

2 ⊔·· ·⊔h1
k)∪ (h2

1 ⊔h2
2 ⊔·· ·⊔h2

k)∪h3

M의부분핸들바디를 N이라고하자.그러면향을줄수있기때문에 N

은 지너스(genus)가 k개인 핸들바디라고 부르고 Hk라고 쓴다. 그러면

경계 ∂Hk는지너스(genus)가 k인향을줄수있는닫힌곡면이된다.

N∗ = M − int(N)이라고 하자. 그러면 N∗는 − f와 관련된 핸들 분

할에서 0핸들과 1핸들의 합집합이다. 즉, N∗에서의 1핸들은 M에서 2
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핸들이된다.그러므로 N∗의지너스의개수는M의 2핸들의수와같다.

즉 N의 1핸들의수와같으므로 k개이다.그러므로 N∗ ∼= N이다.그래서

M을같은지너스 k인핸들바디 N과 N∗를미분동형사상 ϕ : ∂N∗ → ∂N

에의해경계를따라붙인것으로다음과같이나타낼수있다.

M = N ∪ϕ N∗

이렇게 M을표현한것을지너스 k의히가드분할(Heegaard splitting)이

라고부른다.

지너스 k개인핸들바디 N에서 1핸들의띠구는 k개의원으로표현

되고이러한원들을머리디안(meridian)이라부르고 m1,m2, · · · ,mk으로

표현하자. 비슷하게 N∗에서의 머리디안을 m∗
1,m

∗
2, · · · ,m∗

k로 정의하자.

N∗의 1핸들은 M에서의 2핸들이므로 N∗의 머리디안들은 M에서 붙이

는구이다.

그러므로히가드분할M = N ∪ϕ N∗에서붙이는사상 ϕ : ∂N∗ → ∂N

으로 보내는 머리디안 m∗
1,m

∗
2, · · · ,m∗

k의 이미지를 ∂N에서 볼 수 있다.

이미지를다음과같아정의하자.

µ1 = ϕ(m∗
1),µ2 = ϕ(m∗

2), · · · ,µk = ϕ(m∗
k)

정의 3.2.1. [5]지너스 k개인핸들바디 N과 ∂N위에위처럼얻어진닫

힌곡선 µ1,µ2, · · · ,µk거함께있는 (N;µ1,µ2, · · · ,µk)를 M의히가드다이

어그램(Heegaard diagram)이라고부른다.

M의핸들분할도유일하지않기때문에M의히가드다이어그램도

역시유일하지않다.그러나역으로다음을정의할수있다.
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보조정리 3.2.2. [5] 히가드 다이어그램 (N;µ1,µ2, · · · ,µk)은 유일하게

M의미분동형타입을결정한다.

지너스 k개인핸들바디 N과 ∂N위의 k개의서로소인단순닫힌곡

선 µ1,µ2, · · · ,µk이임의로주어지면 (N;µ1,µ2, · · · ,µk)은 M의히가드다

이어그램이 아니다. 히가드 다이어그램이 되기 위한 필요중분조건은

µ1,µ2, · · · ,µk를따라 N위의 2핸들의 k개붙어얻어진핸들바디

(N;µ1,µ2, · · · ,µk)

의경계 (∂N;µ1,µ2, · · · ,µk)가 S2이어야한다.

예 3.2.3. [5] 3차원사영공간 P3의히가드다이어그램을찾아보자. P3

의 핸들 분할은 사영평면 P2를 얻었던 것처럼 보이면 다음과 같은 형

태를얻을수있다.

P3 = h0 ∪h1 ∪h2 ∪h3

그러므로 P3는 지너스 1인 히가드 분할을 가진다. 지너스가 1인 핸들

바디 N은 입체토러스(solid torus) S1 ×D2와 미분동형이다. S1의 한점

θ0를고정하여 {θ0}×∂D2을머리디안 m이라하고 ∂N에서머리디안 m

과한점에서만나는단순닫힌곡선 l을롱지튜드(longitude)라고한다.

머리디안 m의선택에의해입체토러스(solid torus)곡면의동위사상에

의해유일해도롱지튜드의선택은유일하지않다.그래서여기 ∂D2위

의한점 φ0을고정하고롱지튜드 l로써 S1×{φ0}의형태의닫힌곡선을

잡자.

그러면 ∂N위의기점(base point)이 x0 = (θ0,φ0)인기본군 π1(N,x0)

은 Z와 동형이다. 그러므로 롱지튜드는 생성원(generate)이 된다. 3차
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원사영공간 P3는다음형태의세포(cell)분할로주어진다.

P3 = e0 ∪ e1 ∪ e2 ∪ e3

그래서 P3는 P2의세포분할 e0 ∪ e1 ∪ e2의합집합으로주어진다.그러

므로 π1(P3,x0)∼= π1(P2,x0)∼= Z2을얻는다.

위 사실로부터 단순 닫힌 곡선 µ는 P3의 히가드 다이어그램으로

주어진 m과 같은 방향으로 2번 겹쳐야 한다는 것을 알 수 있다. 그런

루프는 ∂N의동위사상을한후에미분동형사상 fn|S1×∂D2 : S1 ×∂D2 →

S1 × ∂D2을 이용하여 다음 루프를 f : (I,∂I) → (S1 × ∂D2,x0)으로 일치

시킬수있다.

f (t) = (4πt,±2πt)

f의 위의 정의에서 S1 × ∂D2에 대한 좌표는 각으로 주어지고 기점은

x0 = (0,0)이다. 그러므로 P3의 히가드 다이어그램은 다음 그림과 같

다.

그림 2: P3의히가드다이어그램 [5]

예 3.2.4. [5] S3와 C2의 단위원 {(z1,z2) | |z1|2 + |z2|2 = 1}과 동일시해

보자. p,q는자연수이고 p ≥ 2에대해 (p,q) = 1이라고하자.간단하게
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1 ≤ q ≤ p− 1라고 가정하자. 그러면 k ∈ Z이고 w = exp(2π
√
−1/p)에

대해

(z′1,z
′
2) = (wkz1,wqkz2)

일 때 S3의 두 점 (z1,z2)와 (z′1,z
′
2)을 동등하다고 하자. 즉, (z1,z2) ∼

(z′1,z
′
2)라고 표현하자. 그러면 관계 ∼는 동치괸계(equivalent relation)

이고 이 관계에 의한 S3의 상공간을 (p,q)의 렌즈공간(lens space)라고

부르고

L(p,q) = S3/∼

라고쓴다.

렌즈공간은 향을 줄 수 있는 닫힌 3차원 다양체이고 S3는 L(p,q)

의 p-번접히는덮개(fold cover)이고 π1(L(p,q),x0)∼= Zp이다.그러므로

사영공간 P3는렌즈공간 L(2,1)로생각하수있다.

렌즈공간 L(p,q)의히가드다이어그램을표현해보자.렌즈공간은

지너스가 1인히가드다이어그램에의해표현할수있다. N = S1 ×D2

이라고 하자. 그러면 사영공간과 같은 방법으로 경계 ∂N = S1 × ∂D2

위의각의쌍으로좌표 (θ0,φ0)를줄수있다.그리고루프 f : (I,∂I)→

(S1 ×∂D2,x0)을

f (t) = (4πpt,2πqt)

으로 정의하자. 여기서 xo = (0,0)이다. µ를 루프에 의해 나타나는 단

순 닫힌 곡선으로 표현한다고 하자. 그러면 (N,µ)은 L(p,q)의 히가드

다이어그램이다.
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3.3 4차원다양체의예

만일다양체가 4차원이고연결공간이면핸들바디를이용한부분

핸들바디를통해전체다양체를단순하게볼수있다.왜냐하면임의의

매끄러운연결 4차원다양체는그들의 1핸들과 2핸들에의해결정된다

는라우덴바흐(Laudenbach)와포에나루(Poenaru)의증명때문에 3핸들

의붙는부분(attacing region)을보일필요가없다.즉, 0핸들 D4의경계

S3 위에 1핸들과 2핸들의 붙는 부분만 보이면 된다. 1핸들에서 붙는

부분은 D3의 쌍으로 나타나고 2핸들이 붙는 부분은 1핸들을 지나면

서 매장된 틀원(framed circle)과 같이 나타난다. 1핸들을 지나지 않는

임의의 2핸들은 매장함수 ϕ : S1 ×D2 → R3 ⊂ S3에 의해 붙여진다. 이

매장된 매듭은 ϕ(S1 × (0,0))와 함께 R3안에서 그들의 법다발(normal

bundle)의정규직교틀(orthonormal framing) e = {u,v}에의해결정된다.

틀(framing) e는 ϕ(x,λ,ν) = (x,λu+ νv)에 의해 결정된다. 또한 K의 방

향과오른손법칙(right hand law)을사용하여하나의법벡터장 u에다른

v를결정한다.그러므로임의의 K에법벡터장은 π(SO2) = Z에의해매

개화할수있는틀을결정한다. k틀은 0틀인 u0를 k번꼬아얻은벡터장

uk가 대응된다. 이렇게 나타나는 틀원(framed circle)들을 C1,C2, · · · ,Ck

으로표현한다.여기서Ci = ϕi(S1 × (0,0))으로간단하게나타낸다. [2]

정의 3.3.1. [5] (N;C1,C2, · · · ,Ck)를 4차원 다양체의 커비 다이어그램

이라고한다.여기서 N은 0핸들과 1핸들이붙은부분핸들바디이다.

정의 3.3.2. [5] S3안의서로소이매끄로운닫힌곡선들C1,C2, · · · ,Ck의

합집합 L =C1 ∪C2 ∪·· ·∪Ck을링크(link)라고한다.

하나의단순닫힌곡선C1으로구성된링크를매듭(knot)이라부른

다.링크는유한히많은매들들의서로소합집합이다.
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S3에서 서로소인 단순 닫힌 곡선 C1,C2에 대해 그들의 방향이 있

으면C1과C2사이의연결수(linking number)인정수가결정된다.연결수

(linking number)는 Link(C1,C2)으로 표현된다. C1과 C2의 역할이 바뀌

어도 Link(C1,C2)은바뀌지않는다. C1과C2가겹쳐지는부분에서밑의

그림의오른쪽처럼겹쳐지면+1을왼쪽처럼겹쳐지면−1이주어진다.

자신이겹쳐서나타나는부분은무시한다.이렇게겹쳐지는부분들의

값들을모두더하면 Link(C1,C2)를두번계산한짝수를얻게된다.

그림 3:링크다이어그램에서겹치지는부분의부호 [3]

예 3.3.3. [5] 4차원구 S4를

S4 = {(x1,x2, · · · ,x5) | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
5 = 1}

로정의하고모스함수 f : S4 → R를다음과같이정의하자.

f (x1,x2, · · · ,x5) = x5

이렇게 정의한 함수 f를 좌표 x5에 대한 높이함수(height fuction)라고

한다.그러면 2차원구의예처럼임계점 (0,0,0,0,1)의지표는 0이고임

계점 (0,0,0,0,−1)의지표는 4가된다.그러므로 S4은 0핸들과 4핸들로
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구성된핸들분할을가진다.즉,

S4 = D4 ∪D4

이다.그러므로 S4의커비다이어그램은 (D4)으로비어있는다이어그

램이된다.

예 3.3.4. [5] S2 × S2의 핸들분할에 대해 알아보자. 함수 f : S2 → R와

g : S2 → R를 높이함수(height fuction)로 정의하고, 1 < A < B인 실수

A,B에 대해 함수 F = (A+ f )(B+ g) : S2 × S2 → R를 정의하자. 그러

면 충분히 큰 실수 A,B를 선택하면 F는 S2 × S2의 모스함수가 된다.

왜냐하면 S2×S2의임의의점 (p,q)을선택하자.그리고점 p의근처국

소좌표계를 (x1,x2)라 하고 점 q 근처 국소좌표계를 (y1,y2)라고 하자.

그러면점 (p,q)의근처국소좌표계를 (x1,x2,y1,y2)으로잡을수있다.

∂F
∂xi

= ∂ f
∂xi
(B+ g)이고 ∂F

∂y j
= ∂g

∂y j
(A+ f )이므로 A > | f |이고, B > |g|인 A,B

를 선택하면 f의 임계점 p0에서
∂ f
∂xi
(p0,q) = 0이고 g의 임계점 qo에서

∂g
∂y j

(p,q0) = 0이다. 그러므로 F의 임계점의 형태는 (po,q0)의 꼴이고

지표는 p0와 q0의지표들의합으로표현된다. f와 g의임계점은 2개이

므로 F는지표가 0, 2, 2그리고 4인임계점 4개가존재한다.임계값은

오름차순으로 (A−1)(B−1),(A−1)(B+1),(A+1)(B−1),(A+1)(B+1)

이다.그러므로 S2 ×S2의핸들분할은

S2 ×S2 = D4 ∪D2 ×D2 ∪D2 ×D2 ∪D4

이다. 그러므로 S2 × S2의 커비 다이어그램은 (D4 : C1,C2)로 이루어져

있다. D4의경계 ∂D4 = S3에서 2핸들의붙이는구가어떻게붙어있는지
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살펴보자.그러면두개의 ∂D2 ×D2 = S1 ×D2가다음과같이붙어있는

것을알수있다.그러므로 C1과 C2의연결수(linking number)는 1을가

그림 4:히가드분할 [3]

지고각각의틀(frame)은 0을가진다.즉, S2 ×S2의커비다이어그램은

다음과같다.

그림 5: S2 ×S2 커비다이어그램 [3]

예 3.3.5. [5] CP2의핸들분할에대해알아보자. C3 = {(z1,z2,z3) | zi ∈

C, i = {1,2,3}}을 3차원복소공간이라고한다. 2차원복소사영공간

CP2는 복소차원 2인 복소구조를 가진 다양체이고 원점을 지나는 C3

공간에서의 모든 ’직선’의 집합이다. 여기서 위첨자 2는 복소차원을

의미하지만 일반적으로 CP2의 차원은 4이다. 또한 이 다양체는 컴팩

트로 잘 알려져 있다. 원점과 다른 C3의 점 (z1,z2,z3)은 CP2의 점으로

결정된다.이점을 [z1,z2,z3]으로정의하자. [z1,z2,z3] = [w1,w2,w3]일필

요충분조건은 (z1,z2,z3) = (αw1,αw2,αw3)인영이아닌복소수 α가존

재한다는것이다.
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실수 a1 < a2 < a3에대해함수 f : CP2 → R을정의하자.

f (z1,z2,z3) =
a1 |z1|2 +a2 |z2|2 +a3 |z3|2

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2

사영평면의경우와비슷한방법으로아래첨자 i를고정하고 zi ̸= 0인모

든점 [z1,z2,z3]의집합Ui를정의하자.그러면Ui는 CP2의개근방이다.

i = 1라고하면

Z1 =
z2

z1
,Z2 =

z3

z1

으로정의되는 2차원국소좌표계가존재한다. (Z1,Z2)을이용하여

f (Z1,Z2) =
a1 +a2 |Z1|2 +a3 |Z2|2

1+ |Z1|2 + |Z2|2

으로쓸수있다.만일 Z j = X j +
√
−1Yj( j = 1,2)이라하면,

∣∣Z j
∣∣2 = X2

j +

Y 2
j이다. f를 4개의 변수 (X1,Y1,X2,Y2)인 함수로 간주하면 사영평면처

럼 계산할 수 있다. 그러므로 원점 0은 Ui에서 유일한 정상적인 임계

점이다. 지표는 2(i− 1)이고 임계값은 ai이다. 그러므로 모스함수 f :

CP2 → R는 3개의임계점을가지고그들의지표는 0, 2그리고 4이다.

그러므로 CP2의핸들분할은

CP2 = D4 ∪D2 ×D2 ∪D4

이다.

[1,0,0]의지표는 0이고이점에대응하는원판D4는D4 = {[1,z2,z3] |

|z2|2 + |z3|2 ≤ 1}을 가진다. [0,1,0]의 지표는 2이고 이 2핸들에 대응하

는코코어 D2는 D2 = {[z1,1,0] | |z1| ≤ 1}으로주어진다.교집합 D4∩D2
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는 C = {[1,eiθ,0] | θ ∈ R}가 된다. 그러므로 CP2의 커비 다이어드램

(D4 : C)은원판 D4와경계 ∂D4 = S3에서표준적인원C로구성된다. (C

는 매듭없는 곡선(unknotted curve)으로 알려진 없는 매듭(unknot)이나

자명한 매듭(trivial knot)이다.) C의 틀(frame)은 정수 1이다. 그러므로

CP2의커비다이어그램은다음과같이얻을수있다.

그림 6: CP2커비다이어그램 [5]

예 3.3.6. [1]피쉬테일(fishtail) F는 F = {[x1,x2,x3] ∈ CP2 | x1x2
2 = x3

1 +

x3x2
1}이다. [3]이것을핸들슬라이딩과상쇄를시키면하나의자기교

차(self intersection)를 가진 S4안에 몰입된 S2의 튜브꼴 근방과 같다.

즉,핸들바디로서그림7과같이 1핸들과 2핸들을가진 B4로묘사할수

있다.

그림 7: F의커비다이어그램 [2]

커스프(cusp) C는 C = {[x1,x2,x3] ∈ CP2 | x3x2
2 = x3

1}이다. [3]이것

을 핸들 슬라이딩과 상쇄를 시키면 그림 8과 같이 0틀(frame)을 가진

59



세잎매듭실(trefoil knot)을따라붙여진 2핸들을가진 B4이다.

그림 8: C의커비다이어그램 [2]

S4는두개의피쉬테일들의경계를따라붙인합집합으로표현이

가능하다.즉, S4 = F ∪ f −F이다.이때경계를따라붙이는사상은그

림 9이다. 그러므로 F에 −F를 붙이는 것은 그림 10처럼 F에 2핸들과

3핸들을 붙이는 것과 같다. 1핸들과 2핸들이 붙어있는 F의 경계에 2

핸들의코코어의경계였던띠꾸(belt sphere)가 −F의 2핸들의붙이는

구(attaching sphere)로 붙으므로 0틀을 가진 2핸들이 붙게 된다. 이 때

붙이는사상은다음과같이 1핸들과 2핸들의경계를바꾼사상이므로

0틀을가진 2핸들이 1핸들에붙게된다.이제핸들상쇄를하면 0틀을

가진 2핸들만남게된다.여기에남은 3핸들과함께핸들상쇄를하면

비어있는다이어그램으로 S4의커비다이어그램과같음을알수있다.

그림 9:함수 f [2]
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그림 10: S4의커비다이어그램 [2]

S2 × S2는 두개의 커스프들의 경계를 따라 붙인 합집합으로 표현

이가능하다.즉, S2×S2 =C∪−C이다.다음그림과같이−C의 2핸들을

붙여 슬라이딩 시키면 1번 꼬인 것이 풀어지게 되므로 S2 × S2의 커비

다이어그램과일치하게된다.

그림 11: S2 ×S2의커비다이어그램 [2]
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Abstract

Study on 4-dimensional manifolds
using Morse theory

Ji-Young Hwang
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Graduate School of Education
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Supervised by Ki-Heon Yun , Ph. D.

We study handlebody decomposition of a smooth manifold by studying

Morse function which is defined on it. That means, we can find different

handlebody decompositions of a given smooth manifold and we also find

some relations between these two handlebody decompositions. It gives a

strong method whether two given smooth manifolds are diffeomorphic or

not.

At first, we will define Morse function and we will study the existence

problem of Morse function on a given closed smooth manifold. After that,

we will find a method how to change the Morse function to another Morse

function which are defined on the same smooth manifold. By studying this

kind of modification of Morse function, we can find two operations, handle

sliding and handle cancellation, which do not change the smooth structure

of a given smooth manifold.
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Lastly, we will find several examples of Morse functions which are

defined on closed surfaces, closed three manifolds and some easy example

of 4-manifolds such as S4, S2 ×S2 and CP2.

Keywords : manifild, morse function, handlebody
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