
심성아 교수지도

석사학위청구논문

GSP를 이용한 효율적 증명지도에

관한연구

-중학교 3학년 원의 성질 단원을 중심으로-

2010

성신여자대학교 교육대학원

교육학과 수학교육전공

박 근 애



GSP를 이용한 효율적 증명지도에

관한연구

-중학교 3학년 원의 성질 단원을 중심으로-

심성아 교수지도

이 논문을 석사학위논문으로 제출함

2009년11월

성신여자대학교 교육대학원

교육학과 수학교육전공

박 근 애



인 준 서

박근애의 석사학위 논문으로 인준함.

심사위원 _________________(인)

심사위원 _________________(인)

심사위원 _________________(인)

성신여자대학교 교육대학원



논 문 개 요

본 연구는 교사 중심의 정적인 설명식 증명 수업이었던 지금까지의 교육을

탐구형 소프트웨어를 가지고 직관적으로 도형의 성질을 관찰,이해하고 도형

의 성질을 발견해낸 후 이것을 엄밀한 증명까지 연결해보기 위해 The

Geometer'sSketchpad(GSP)를 이용한 학습 자료를 연구하였다.

1.학생들이 특히 어려워하는 중학교 3학년의 ‘원’의 지도를 위한 자료를

GSP를 이용하여 개발하였다.

2.직관적 관찰에만 머무르지 않고 학생 스스로 도형의 성질을 발견할 수

있는 발문을 넣어 관찰을 통해 도형의 성질을 발견하도록 하였다.

3.직관적 관찰,도형의 성질의 발견을 가지고 엄밀한 증명을 할 수 있도록

하는 단계를 추가하였다.

본 연구에서 연구한 교육 자료를 가지고 직접 적용해 볼 기회를 가지지 못

해 현장 교육에 적용했을 때의 좋은 점과 미비한 점 등은 기술하지 못하였으

나,후속 연구를 통해 실제 교육현장에 적용,수정 및 보완을 하고자 한다.
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Ⅰ.서 론

1.연구의 필요성 및 목적

수학교육은 학생들의 수학적 사고 능력을 개발하는 데에 목적이 있다.수

학적 사고의 근원이 되는 것이 바로 추론이며,여러 가지 추론 방식 중에서

도 연역적 추론을 논리적 사고와 비판적 사고 함양에 크게 기여한다.학교

수학에서 증명은 이러한 연역적 추론 능력을 개발하고 수학적 이해를 증진시

킴으로써 수학적으로 사고하는 힘을 양성하는 데에 많은 도움을 준다(김남희

외5인,2006).

특히 기하는 이러한 수학적 힘을 양성하는데 많은 기여를 한다.기하는 평

면이나 공간에서 도형에 관한 기본적인 성질의 이해는 자연,예술,건축,그

래픽,공간 탐험,지도 읽기 등 실생활 상황의 문제를 해결하는데 기초가 되

며,도형의 성질에 대한 증명은 고대 그리스 이래로 연역적 추론의 전형으로

인식되어 왔다.또한 여러 가지 도형의 개념과 성질은 수학의 다른 여러 분

야의 개념과 밀접하게 관련되어 있다.

기하 문제는 해결 방법이 다양하기 때문에 문제해결 능력과 수학적 창의성

을 신장시킬 수 있는 좋은 소재이다.특히 도형에 관한 명제는 그에 대한 일

반화나 유추,조건의 변형 등을 통해 새로운 문제를 만들 수 있는 경험을 제

공할 수 있어 학생의 문제 만들기 능력을 신장시킬 수 있는 좋은 소재이기도

하다.

중학교 기하 영역에서는 자연 현상이나 실생활의 상황을 통해 평면과 공간

및 평면도형과 입체도형의 개념을 직관적으로 이해하고,여러 가지 도형의

성질을 학생의 수준에 따라 직관적으로 혹은 연역적 추론을 통해 이해하고
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탐구하며,이를 활용하여 여러 가지 문제를 해결하는 학습 활동을 한다(교육

과학기술부,2006).

그러나 오늘날의 학교 수업으로서의 기하는 수학적 사고 방법으로서의 의

미를 살리지 못하고 있는데 이는 전통적인 증명지도에서는 연역적이고 형식

적인 증명을 강조해 왔으며 증명지도의 문제점은 이로부터 비롯되었다고 할

수 있다.

또한 실제 증명 수업에서는 교사가 해당 수업의 주제가 되는 명제의 증명을

학생들에게 설명하면,학생들은 이 증명을 모방하여 다시 공책에 스스로 재

생한다.

이러한 증명의 수업에 의해 학습을 한 학생은 새로운 명제에 대한 증명 방

법을 전혀 탐색하지 못하고,학생들은 증명 방법을 자신의 사고로는 감히 찾

아낼 수 없는 것으로 인식하였으며,증명은 교사가 제시한 증명과정을 암기

하는 것이라고 생각했다(류희영,2006).

고은경의 연구를 보면 도형의 증명에 대한 난이도를 묻는 문항에서 대다수

의 학생들이 도형의 증명이 어렵다고 생각하였으며,도형의 증명이 어려운

원인에 대한 질문에 대해서는 증명을 공부함에 있어 어떤 조건을 적용해야

하는지 모르기 때문에 증명이 어렵다고 응답하였고,다음으로는 무엇을 증명

해야 하는지 정확히 파악이 되지 않는다고 응답한 학생이 많았다.또한 증명

문제를 어떻게 공부하느냐는 질문에 대해서는 대다수의 학생이 기존에 제시

된 증명방법을 이해하거나,어느 정도 이해하고 암기한다고 응답하였다.

피타고라스의 정리,원 단원을 배운 소감에 대해서는 학생들이 어렵다는

부정적인 반응을 보였고,그 중 원의 성질이 피타고라스의 정리보다 더욱 어

려웠다는 대답이 대다수였다(고은경,2008).

학생들은 구체적 모델,그림,탐구형 기하 소프트웨어와 같은 공학적 도구를

활용하여 기하와 관련된 활동에 능동적으로 참여할 수 있으며,기존에 학생
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들이 느꼈던 기하에 대한 어려움을 해결할 수 있다.

본 연구는 이러한 기하증명수업의 문제점 해결하기 위한 방법으로 탐구형

기하 소프트웨어를 이용하여 학생들이 쉽게 도형의 성질을 이해할 수 있게

한다.이런 동적기하를 구현하는 소프트웨어의 적절한 활용은 학생들에게 개

개인의 특성과 상황에 맞는 교육을 받을 수 있는 기회를 제공할 수 있으며

교사에 의해서 제공되는 단순한 지식전달의 수업 형태와 달리 문제 해결학습

을 통한 보다 창의 적이고 활동적이며 역동적인 수업환경을 가질 수 있는 기

회를 제공할 수 있다(류희영,2006).

또한 수학을 탐구하기 위한 도구로써 컴퓨터의 활용은 조작적인 경험과 수

학적인 개념 사이를 연결해 주며 추측하고 예상한 내용을 즉각적으로 확인해

줌으로써 직관적인 사고력과 논리적인 추론 능력을 향상시킬 수 있을 뿐만

아니라,수학적인 사실을 발견할 수 있도록 도울 수 있다.특히 형식적인 증명

이나 학습의 전 단계에서 그래픽이나 시뮬레이션을 통한 직관적인 탐구적 활

동은 역동적이고 발생적인 측면을 부각시킬 수 있으며 학습자 스스로 자기

주도적인 학습능력을 키울 수 있다.따라서 이론적인 수학도 중요하지만 실

질적인 수학 즉 통합교과적인 소재의 응용문제의 개발을 위하여 보다 많은

노력을 필요로 한다.

따라서 본 논문은 탐구형 소프트웨어를 이용하여 수학에 관련된 프로그램을

가지고 학생들이 어렵다는 부정적인 반응을 보였던 원의 성질에 대해 학생들

이 선생님과 함께 스스로 문제를 찾아 나가고 또 이를 통하여 기본적인 수학

적 개념을 자연스럽게 익힐 수 있는 수업의 도구로 GSP를 적용할 수 있는

내용을 연구해 보고자 한다.



- 4 -

2.연구의 방법

교과서와 교사지침서,참고서를 이용하여 중학교 교과를 분석하고,｢고은경｣

이 2007년 12월에 울산광역시에서 북구 소재의 H중학교 3학년에서 실시한

설문조사를 바탕으로 도형의 증명에서 특히 어려움을 겪고 있는 원의 성질을

택하여 인터넷과 이미 발표된 다양한 자료를 기본으로 하여,GSP를 활용할

수 있는 내용에 대하여 적용 방법을 연구한다.

3.연구의 제한점

(1)제 7차 교육과정의 검인정 교과서 일부의 교재내용을 중심으로 하여

관련된 내용으로 한정한다.

(2)GSP프로그램을 이용하여 작도할 때 꼭 필요한 부분만 자세한 사용방

법을 언급한다.

(3)아쉬운 점은 효율적인 증명을 위한 학습 자료의 개발이므로 교육현장

에서 실질적 활용에 주안점을 두고 수업자료를 제시하였으나,현장수업

에 실제 적용하여 교육적 효과를 분석하고 평가하지는 못하였다.
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Ⅱ.문헌 검토

본 연구를 위해서 증명의 의미와 역할,증명수업의 실태와 분석,컴퓨터 환

경에서의 수학학습-지도,TheGeometer'sSketchPad(GSP)의 개요를 살

펴보겠다.

1.증명의 의미와 역할

1)증명의 의미

수학적 증명의 의미는 수학자들 사이에서 여러 가지로 정의된다(정윤미,

2007).

Bell에 의하면 수학적 증명이란,정당화,설명,체제화의 과정을 말하는데,

여기서 정당화란 어떤 명제의 진리성에 관련되는 것으로 그 명제가 참임을

보이는 것을 의미한다.두 번째로 설명이란 그 명제가 왜 참인지를 알 수 있

는 통찰력을 준다는 것을 의미하며,세 번째로 체계화는 수학적인 특징이 가

장 강한 성질로 우리는 증명에 의하여 여러 결과를 공리나 개념,정리 등등

으로 구성되는 어떤 연역적 체계 내에 조직하게 된다는 것이다.Bell은 이후

에 증명을 연구의 과정이라는 광범위한 맥락에서 논의하였는데,이 과정은

문제의 조직,문제해결,정당화,통합,추상화,일반화,증명하기 등을 포함하

고 있는 것이다.

Fischbein은 경험적 증명과 비교하여 수학적 증명의 의미를 설명하고 있는

데,경험적 증명은 어떤 명제를 확실히 하는 여러 가지 사실을 만들고 관찰
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하는 것으로 구성되기 때문에 그 명제가 성립하는 사실이 많아질수록 그 명

제가 타당하다는 확신은 강해질 것이지만,이에 비해 수학적 증명은 전제나

이미 받아들여지고 있는 다른 여러 가지 명제로부터 논리적으로 추론되는

필연적인 결론이기 때문에,그 논리적 과정이 정확하다면 그 정리와 증명은

옳은 것이며,그 정리가 성립하는 경우가 많아진다고 하여 그 정리가 옳다고

말할 수는 없다는 것이 그의 견해이다.

한편 Davis는 증명이 정당화라고 보고 있으며,증명이 새로운 수학적 발견

을 유도할 수 있기 때문에 발견으로 보고 있으며,형식화를 포함하고 의식화

의 목적을 위해 증명을 한다고 보았으며,증명은 토론의 장이고 오류가 제거

되는 곳이라는 견해를 갖고 있다.

위에서 제시된 증명에 대한 의견과는 다른 견해를 갖고 있는 Lakatos는

수학은 끊임없는 숙고와 비판에 의해 증명과 반박의 논리에 의한 추측의 개

선을 통해 성장한다고 보기 때문에 어떤 증명이 마지막일 수는 없고 증명을

개선하고 그것을 수용하는 것은 처음부터 형식적인 측면을 적용하는 것이라

기보다는 그 의미에 대한 사회적 과정이라고 보고 있다.

증명은 자신의 주장을 스스로 검토하면서부터 시작되며,이러한 내적 과정

은 점점 겉으로 드러나는 타당성에 대한 증명을 제시하면서 자신의 주장을

다른 사람들에게 드러내고 비판하게 하는 것이다.수학자는 자신의 주장에

대해 내적 검토를 시행해 보는데,이 때 내적 검토는 궁극적으로 증명의 형

태를 취한다.이처럼 증명은 어떤 명제가 참이라는 것을 보이기 위해 논리적

인 과정을 통해 가정으로부터 결론을 유도하는 것이며,증명은 정당화,형식

화에 기여하며,어떤 증명은 수학의 발전에 따라 변화할 수 있는 가능성을

지니고 있음을 알 수 있다.
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2)증명의 역할

수학 연구에서 증명은 자신의 주장을 스스로 검토하여 어떤 판단을 확신

시키는 것이며,교실에서의 증명의 목적은 학생의 이해를 자극하는 것을 목

적으로 한다.

De Villiers는 수학에 있어서 증명의 역할로 입증(verification),설명

(explanation), 체계화(systematization), 발견(discovery), 의사소통

(communication)의 다섯 가지를 들고 있다(조완영,2000).

증명의 역할로의 ‘입증(verification)’은 ‘수학적인 진술의 정확성을 확신

또는 정당화 하는 것’으로 사용하고 있다.여기서의 정확성은 어떤 상황을 인

정하는 추론 규칙에 따라 나타내기 위해 쓰는 언어이기 때문에 논리적 필연

성에 따라 지도해야 한다는 것을 강좌기 위해 사용한 말이다.입증이란 결론

에 대해서 가정의 설정이 필요함을 나타내는 것,다시 말해 ‘이 가정 하에서

는 그러한 결과가 반드시 일어난다는 사실을 보이는 것으로 볼 수 있다.

두 번째 역할로,‘설명(explanation)’은 왜 그것이 참인가에 대한 통찰을 얻

을 수 있는 설명으로 사용하고 있다.DeVilliers는 작도나 실측,수치의 대

입과 같은 경험적인 방법은 심리적으로 아무런 만족할만한 설명을 해줄 수 없

다고 주장한다.따라서 설명이란 이 조건하에서는 그러한 결과가 일어난다는

사실을 분명하게 하는 것으로 볼 수 있다.명제가 참인 이유로서 명제가 언급

하고 있는 대상의 고유한 성질을 이용했다면 자기 스스로 납득한 것이 되고,

이것을 다른 사람에게도 보인다면 그를 설득한 것이 된다.따라서 설명을 ‘납

득 또는 설득’이라는 말로 대신해도 무방할 것이다.

세 번째 역할로,‘체계화(systematization)’를 ‘여러 가지 결과를 공리나 정

의,정리로부터 이루어지는 연역적인 체계를 확립하는 것’이라고 할 수 있는

데,결과가 나타내는 대상을 보다 구체화하여 어떤 조건하에서 일어나는 결과
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를 바탕으로 하는 여러 가지 사실을 공리나 정의,정리로부터 이루어지는 연

역적인 체계를 구성하는 것으로 볼 수 있다.

네 번째로,‘발견(discovery)’은 ‘새로운 결과를 발견이나 발명하는 것’으로

진술하고 있다.그런데 위에서 설명한 입증은 실제로는 조건과 결론과의 관계

가 고찰 대상이 되기 때문에,주어진 조건에 대해 그 조건이 충분한지에 대한

문제가 제기 될 수 있으며,따라서 어떤 조건은 입증이 이루어진 후에도 문제

에 따라 좋은 조건이 될 수 없는 경우가 생긴다.이러한 상황에서 좀 더 좋은

조건을 찾는 발전된 사고가 일어날 수 있다.여기에서는 ‘결론을 이끌어 내는

더 간단한 조건을 발견하는 것’이라 할 수 있고,결국 이것은 조건과 결론의

새로운 관계를 확립하는 일이라고 할 수 있다.그러므로 발견은 ‘조건과 결론

과의 새로운 관계를 만드는 것 또는 진술된 명제와 그에 따르는 생각과의 새

로운 관계를 만드는 것’이라 할 수 있다.

다섯 번째로,‘의사소통(communication)’을 ‘수학적인 지식을 전달하는 것’

으로 보고 의사소통은 수학자들 사이,교사와 학생의 사이,학생들 사이에서

일어나는 것으로 보았으며,이것은 의사의 전달 뿐만 아니라 전달을 전제로

이루어지는 설명이나 논쟁을 받아들이는 기준을 습득하는데 목적이 있다.

2.증명수업의 실태와 분석

1)증명학습의 실태 및 증명 수업분석

고은경의 연구에서 학생들은 수학학습이 사고력 향상에 도움이 된다고 하

였으나 사고력 향상에 도움이 되는 증명의 필요성에 대해서는 부정적으로 생

각하는 학생들이 많았으며,증명을 공부함에 있어서 어떤 조건을 적용해야
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하는지 모르기 때문에 증명이 어렵다고 하였다.따라서 증명과정의 필연성을

알게 된다면 증명을 이해하는데 많은 도움이 될 것이며,이로부터 현재 학교

에서 이루어지고 있는 연역적 지도에 대한 변화가 필요함을 알 수 있다고 하

였다(고은경,2008).

나귀수는 교사는 증명에 대해 흥미가 없고 증명을 어려워하는 학생들에게

증명을 조금이라도 쉽게 가르치려고 많은 노력을 기울이고 있으나 교사의 노

력에도 불구하고 증명의 본질적인 측면이 간과됨으로써,학생들은 증명을 거

의 수행하지 못하고 있다고 하였다.그는 교사의 증명지도에서 결여된 부분

을 논의함으로써 증명 부분에서 보완해야 할 부분을 살펴보고자 하였다(나귀

수,1998).

교사가 학생들의 증명 이해를 수월하게 하고자 고안한 지도방식을 살펴보

면,

첫째,교사는 학생들의 증명 이해를 돕기 위하여 다양한 맥락에서 배경화

작업을 시도한다.증명을 시작하기 전에 증명해야 할 명제의 의미를 그림으

로 나타내고,증명을 설명하는 과정에서도 끊임없이 배경화 작업을 시도하며,

증명 결과를 반성함으로써 정리의 의미를 보다 자세하게 이해시키고자 한다.

둘째,교사는 용어를 설명함에 있어서 가능한 한 일상적인 단어를 이용하

여 간단하고 쉽게 설명한다.교과서에서는 어떤 개념에 대해 가능한 한 학

문적인 용어를 사용하여 언어적으로 완벽하게 설명을 시도하지만,교사는 개

념 설명에 있어서 교과서의 설명을 그대로 따르지 않고 일상적인 용어를 사

용하여 보다 쉽게 설명한다.

셋째,교사는 학생들의 증명 수행을 돕기 위하여 증명 과정을 절차화 하며,

수학적으로 적절하다고 할 수 없는 나름대로의 지도 방안을 고안한다.

한편 교사의 증명 지도에서 보완해야 할 부분을 살펴보면,

첫째,교사의 증명 논의 방식은 교과서의 증명 서술방식인 종합적 양식만
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을 따른다는 점이다.그러나 증명의 종합적 기술은 학생들이 학습해야 할 진정

한 ‘증명 활동’이 아니라 ‘증명의 기록’에 불과한 것이므로,활동적인 연역적

추론으로서의 증명은 분석적 사고방식과 종합적 사고방식이 역동적으로 통합

된 사고 과정이 되어야 한다.

둘째,교사는 증명 과정이 아닌 증명의 결과물이라 할 수 있는 정리를 더

욱 강조하는 방식으로 수업을 조직하는데,이것은 암묵적으로 증명의 과정

자체를 소홀히 함으로써 어떤 지식이 왜 성립하는가는 고려하지 않은 채 단

지 결과적 지식을 피상적으로 이해하는 도구적 이해 수준에 학생들을 고착시

킬 위험이 있다.

학생들이 증명 학습에서 겪는 어려움으로는,

첫째,새로운 명제에 대한 증명 방법을 전혀 탐색하지 못한다는 것이다.학

생들은 증명 방법을 학습자 자신의 사고로는 감히 찾아낼 수 없는 것으로

인식하였으며,자신이 증명단원에서 할 수 있는 것은 교사가 설명해 주거나

교과서에 제시되어 있는 증명을 외우는 것뿐이라고 생각하였다.

둘째,학생들은 ‘A이면 B이다.’형태의 명제를 해석하는 데에 어려움을 겪

는다.학생들은 ‘A이면 B이다.’형태의 명제에서 가정과 결론의 정확한 의미

를 알지 못함으로써,결론을 증명 과정에서 임으로 이용하거나 또는 ‘A이면

B이다.’형태의 문장 전체를 증명 과정에서 재진술 하는 인지적 장애를 나타

낸다.

셋째,정당화 수단으로서의 증명은 학생들에게 한계를 갖기도 한다.학생들

은 이전의 수학교육과정에서 배워서 이미 알고 있는 여러 사실이 참임을 밝

히기 위해 증명해야 한다는 사실에 의아해하였다.

넷째,학생들은 증명을 할 때 반드시 기호를 사용해야 한다는 데에 많은

어려움을 겪는다.학생들은 기호를 수단으로 하여 사고 활동을 전개하면서

증명을 수행해야 하는 바,이러한 이차원적 사고는 학생들에게 있어서 그렇지
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않아도 어려운 증명을 더욱 어렵게 하는 요인으로 작용한다.

다섯째,학생들이 증명을 충분히 탐색할 만한 시간이 수업시간에 할애되지

않는다. 대부분의 학생들은 수업시간에 스스로 증명해 볼 시간이 너무 적음을

토로한다.

2)증명 지도의 개선 방향

증명지도의 개선 방향을 다음과 같이 살펴 볼 수 있다(나귀수,1998).

첫째,분석적 방식과 종합적 방식이 통합된 역동적인 수학적 사고 활동으

로서 증명을 지도할 필요가 있다.증명의 종합적 측면만으로는 학생들에게 왜

증명이 그러한 모습으로 나타나게 되는가를 적절히 보여주지 못하며,결국 수

학적 사고활동으로서의 증명이 아닌 증명의 기록에 불과한 수학을 학생에게

강제로 부과하는 결과를 초래한다.형식적인 수학이 아니라 진정한 수학적

사고 과정으로서의 증명을 지도하기 위해서는,증명지도에서 결론이 성립하

기 위해서 성립되어야할 전제조건을 탐색하는 분석적 방식과 그러한 전제 조

건을 가정에서부터 이끌어내는 종합적 사고방식의 역동적 통합으로서 증명을

지도해야 한다는 것이다.

둘째,학생들에게 재발견(추측)의 경험을 제공함으로써,즉 증명해야 할 명제

를 ‘만들어가는 활동’에 참여시킴으로써 증명의 필요성을 보다 자연스럽게 인

식시킬 필요가 있다.현재의 증명 교육은 증명해야할 명제의 가정과 결론을

완전한 형태로 제시함으로써 학생들에게 정당화의 맥락만을 제시하고 있다.

그 결과 학생들은 증명에 대한 아무런 문제의식이나 동기를 갖지 못한 채,

증명해야 할 명제를 수동적으로 부과 받고 있으며,완전한 형태로 제시되는

명제에서 가정과 결론이 증명에서 갖는 의미를 제대로 이해하지 못함으로써,

증명 과정에서 결론을 이용하거나 명제 전체를 증명과정에서 재진술하는 오
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류를 범하게 된다.그러므로 학생에게 가정만을 제시하여 가정으로부터 성립

될 수 있는 여러 가지 결론을 스스로 추측하게 하는 재발견의 맥락과,학생

자신의 추측이 옳은지 틀린지를 조사하는 정당화의 맥락을 통합하여 지도함으

로써 보다 의미 충실한 증명 교육을 자신의 추측이 어떻게 성립될 수 있는가

를 조사하는 과정에서 증명의 필요성을 자연스럽게 인식하도록 하는데,그리

고 가정과 결론이 증명에서 갖는 의미를 보다 풍부하게 이해시키는 대에 일조

할 것으로 생각된다.

셋째,증명 교육에 있어서 Freudenthal의 수학화 지도론을 반영할 필요가

있다.학생들에게 ‘실행 수학’을 활동시키지 못하고 ‘기성 수학’을 단지 외부

적으로 부과함으로써,형식적이고 빈약한 교육을 고착시킬 위험이 있다.따라

서 수학화의 도구로서 연역을 재발명하는 학습이 이루어지도록 학생들을 격

려해야 하는바,‘정의’가 아닌 ‘정의하기’와 ‘증명’이 아닌 ‘증명하기’를 학생들

이 경험할 수 있도록 지도해야 할 것이다.한편 학생들이 이미 참임을 알고 있

어,정당화의 수단으로서 증명이 한계를 갖는 명제들이 존재하므로,국소적

조직화 활동을 통해 조직화 수단으로서의 증명을 지도함으로써 증명의 다면

적 측면을 경험하게 하는 것이 바람직할 것으로 생각된다.

넷째,증명에 대한 사회적 관점을 완화시켜 증명 교육에 적용할 필요가 있

다.사회적 인식론에서 증명은 자신의 주장을 다른 사람에게 설명함으로써

다른 사람을 확신시키는 과정이며,어떤 논쟁이 진정한 수학적 증명으로 인

정되는 것은 오로지 수학자들 간의 상호작용인 사회적 합의를 통해서 가능한

것으로 파악 되었다.따라서 증명에 대한 사회적 관점을 완화시켜 증명 교육

에 적용한다는 것은,학생들로 하여금 확신의 수단으로서의 증명을 경험하도

록 하고 타당한 증명에 대한 최종 판단은 교사의 권한에 맡기는 것을 의미한

다.확신의 수단으로서의 증명을 경험할 수 있는 학습 상황으로 소그룹 협력

학습을 제안하며,소그룹 협력 학습에서 자신이 탐색한 증명 방식을 다른 학



- 13 -

생들에게 설명하고 다른 학생들로 하여금 그 증명이 맞는지 틀리는지를 세

심하게 따져 보도록 함으로써 사회적 상호작용을 통해 보다 의미 있는 증명의

구성을 도모할 수 있을 것으로 생각된다.

다섯째,증명을 본격적으로 지도하기에 앞서 학생들로 하여금 패턴과 관련

성을 파악하는 다양한 경험을 제시할 필요가 있다.증명을 의미 있게 내면화하

기 위해서는 증명을 본격적으로 지도하기에 앞서 구체적 활동이 풍부하게 제

공되어야 하므로,초등학교에서부터 도형의 정의나 도형의 성질을 지도할 때,

가능한 한 학생들로 하여금 도형의 성질을 발견하고 관련성을 파악할 수 있

도록 지도하는 것이 바람직할 것으로 생각된다.

3.컴퓨터 환경에서의 수학학습-지도

1)수학교육의 방법론의 측면의 컴퓨터

Freudenthal은 ‘수학적 이해를 유발하고 증진시키기 위해 계산기와 컴퓨

터를 어떻게 이용할 것인가?’라는 문제를 수학교육의 주요 문제 중의 하나로

설정 하였으며,수학적 이해를 유발하고 증진시키기 위한 도구로서 컴퓨터를

이용할 것을 주장 하였다.

나귀수는 컴퓨터가 수학교육의 방법론에 기여할 수 있는 측면을 수학적 대

상과 관계의 구체화,학생들의 실제 경험과 수학의 연결,수학의 다양한 표현

체계의 연결,사고력 중심의 수학교육 추구의 네 가지의 관점으로 분류하였

다(나귀수,2002).

① 수학적 대상과 관계의 구체화
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수학은 실제로 존재하는 물리적 대상을 다루는 학문이 아니라 추상적인 학

문이라는 점을 특징으로 하고 있다.이러한 수학적 추상성은 수학의 교수・

학습을 어렵게 하는 요인으로 작용한다.물리적 세계를 바탕으로 하는 학생

의 사고와 추상화된 수학적 내용의 만남은 교사가 감지하지 못하는 어려운

상황을 만들어 낼 수 있으며,결국 학생들이 학습 내용을 수동적으로 받아들

이고 암기할 수밖에 없는 상황을 만들어 낼 가능성이 크다.다시 말해서,수

학은 추상화와 형식화된 대상을 조작함으로써 패턴을 탐구하는 학문이기 때

문에 다른 어떤 과목보다도 교과의 대상이 학생의 인지 수준과 맞지 않을 가

능성이 많다.결국 학생 자신의 눈으로 사물을 바라보는 노력과 함께 주변에

서 이를 뒷받침해주는 조력이 절대적으로 필요하게 된다.여기서 컴퓨터가

중요한 기능을 할 수 있다(우정호,1998).

컴퓨터는 추상적이고 형식적인 수학적 대상을 구체적인 형태로 표현하여

제시할 수 있을 뿐만 아니라 그 대상의 조작이 학생들의 통제 내에서 일어날

수 있다는 점에서 수학교육에서 부딪히는 중요한 장애인 추상화의 문제를 해

결하는 주요한 도구로 활용될 수 있다.또한,적절한 소프트웨어를 사용하여

구체적인 조작 활동을 수학적 언어로 나타내게 함으로써 자신의 수학적・인

지적 활동을 반성할 수 있을 뿐 아니라 학습 구성원들 사이의 수학적 의사소

통을 강화할 수 있다.

Teodoro는 구체적-추상적 대상(concrete-abstractobject)이라고 부를 수

있는 오직 컴퓨터에서만 구현할 수 있는 새로운 대상이 컴퓨터의 탐구학습

환경의 가장 큰 특징 중의 하나라고 주장하였고,여기에서 구체적-추상적 대

상은 컴퓨터 화면에서 실제로 존재하는 것처럼 볼 수 있고 다룰 수 있다는

것을 의미해서 구체적이며 수학적 구성물이라는 의미에서 추상적이라고 할

수 있다(Toredoro,1991재인용).

수학적 대상과 관계를 구체화하여 직접적인 조작을 활성화시킬 수 있는 컴
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퓨터 기반 학습 환경의 특징은 특히 기하 교수・학습 방법에 많은 영향

을 미친다.Cabri-Geometry와 Geometer'sSketchpad(GSP)와 같은 탐구

학습형 기하 소프트웨어에서 제공하는 환경을 기하 그림을 직접적으로 다룰

수 있는 새로운 접근방법을 채택하고 있다.기하의 개념화는 컴퓨터화면에

나타나는 그림의 요소들을 마우스로 끌었을(drag)때 그림에서 변하지 않는

성질에 대한 연구가 되며,기하적 성질에 대한 명제는 새로운 실험의 영역에

서 관찰 가능한 기하적 현상을 기술한 것이 된다(Balacheff,1996재인용).

수학이라는 교과의 성격을 보면,컴퓨터만큼 수학 학습의 과정을 풍요롭게

할 수 있는 교육매체도 드물다 컴퓨터가 가지는 다양한 기능은 추상적인 수

학 내용을 시각화하여 지도할 수 있을 뿐 아니라 그 시각화가 학생들의 직접

적인 경험이나 통제를 통해 이루어질 수 있다는 점에서 수학 학습의 어려움

을 완화시켜준다.특히 형식적인 증명이나 개념 학습의 전 단계에서 그래픽

이나 애니메이션,시뮬레이션을 통한 학생들의 자기 주도적인 직관적 탐구적

활동은 수학의 역동적이고 발생적인 측면을 부각시킬 수 있다.

한편,수학은 교과의 특성상 일반화를 추구하며,학생들이 접하는 대부분의

수학 지식은 일반화된 지식이다.그러나 학생들은 결과로서 제시되는 일반화

된 수학 지식을 어려워하며,결국 의미 있게 이해하지 못하고 피상적으로 암

기하는 경향이 강하다.증명 교육의 주요 대상인 일반화된 수학 지식을 어려

워하는 학생들에게 지필환경에서는 한계가 있는 여러 가지 예를 컴퓨터를 활

용하여 제시하고 그러한 예로부터 규칙성을 발견하게 함으로써 학생들에게

일반화 활동을 제공할 수 있으며,일반화 활동을 의미 있게 도울 수 있다는

것이다.

컴퓨터를 활용한 귀납적 발견 활동에 있어서 유의해야 할 것은,교수・학

습 활동이 귀납적 발견 활동 자체에서만 끝나는 것은 곤란하다.즉 궁극적으

로 추구하는 것이 형식적인 일반화라면,형식적인 일반화 활동으로 이끌지
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않고 귀납적 발견활동에만 머무르는 것이 많은 학생들의 사고 수준을 귀납적

이고 구체적인 것에 고착시킬 위험이 있으며,학생들은 일반화된 수학 명제

를 형식적으로 증명하라는 문제에 대하여 그저 예를 제시하는 귀납적 증명으

로 충분하다는 오류를 범할 수도 있다.

② 학생들의 실제 경험과 수학의 연결

컴퓨터는 학생들의 일상적이고 물리적인 경험에 바탕을 둔 실제 자료와 시

뮬레이션을 혼합하여 제시하는 바,컴퓨터는 다양한 모델과 시뮬레이션을 통

해 학생들의 광범위한 경험과 형식적인 수학을 연결한다.이는 학생의 개인

적 경험과 수학적 경험을 연결하는 새로운 수준의 친밀함을 형성함으로써 학

생들이 일상적인 경험과 형식적인 수학의 세계를 의미 있게 연결하는데 도움

을 준다.또한 컴퓨터는 보다 이상적이고 개략적이고 추상적인 시뮬레이션을

제공하는바,학생들은 하나 이상의 세계를 통제하는 동일한 모델을 직접적으

로 경험할 수 있으며,중간적인 추상성을 가진 모델들을 컴퓨터를 통해 경험

할 수 있다(Balacheff,1996재인용).

컴퓨터 기반 학습 환경에서 유용하도록 만들어진 과제들은 직접적인 계산

으로부터 학생들을 자유롭게 함으로써 방법의 선택,방법의 조합,분석 지향

적인 능력으로의 이행을 촉진한다.다양한 통계 소프트웨어는 이러한 활동을

통해 학생들이 구체적인 상황과 실제 자료의 모델링에 접근할 수 있는 길을

열어줌으로써 수학과 실제 생활을 연결 할 수 있게 도와준다.

컴퓨터의 이러한 특징은 학교수학에서 다룰 수 있는 문제의 영역을 확대하

는데 기여할 수 있다.지금까지 학교수학에서는 해결과정의 복잡함을 피하고

학생들에게 계산의 어려움을 가중시키지 않기 위해서 해결과정이 간단하거나

그 답이 비교적 간단한 수치로 나오는 문제를 주로 다루었다.이는 결국 학

생들의 현실(reality)과는 관련 없는 빈약하고 인위적인 문제만을 다루게 되
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는 결과를 가져옴으로써,학생들이 수학이라는 과목을 자신들의 현실과는 유

리된 것으로 잘못 파악하는데 영향을 미쳤다.이러한 왜곡된 상황은,문제해

결에서 문제의 의도와 모순되지 않는 경우에 한해서 컴퓨터를 이용할 수 있

도록 함으로써 어느 정도 극복할 수 있다.문제해결에서 가장 중요한 아이디

어는 학생의 사고로 탐색하게 하되,그 이외의 문제해결의 수단이 되는 복잡

한 과정은 컴퓨터의 다양한 기능을 이용하게 하는 것이다.이는 결국 수학교

육의 본질적인 목적인 학생들이 주위의 여러 가지 현상을 수학적 안목으로

파악하도록 하는데 일조할 수 있을 것이다.

③ 수학의 다양한 표현 체계의 연결

다양한 표현 체계의 연결은 수학 교수․학습에서 두 가지 의미를 갖는바,복

잡한 수학 아이디어의 다양한 측면을 드러내는 것과,어떤 표현 체계에서의

행동의 결과를 다른 표현 체계를 통해서 보여줌으로써 그 행동의 의미를 반

성하도록 하는 것이다.단 하나의 표현 체계로는 복잡한 수학 아이디어의 모

든 측면을 적절하게 표현할 수 없는바,복잡한 아이디어의 의미 충실한 표현

을 위해 다양한 체계가 요구된다.또한 연결된 다양한 표현들이 역동적이고

상호작용적인 매개체로 적용될 수 있다는 점에서 수학교수․학습방법의 개선

에서 중요한 역할을 한다.컴퓨터 기반 학습 환경은 수학의 다양한 표현을

같은 화면에 제공하는바,이는 학생들로 하여금 다양한 표현을 서로 연결 짓

게 함으로써 그 표현에 내제되어 있는 의미를 보다 충실하게 이해할 수 있도

록 한다.

④ 사고력 중심의 수학교육 추구

컴퓨터는 사고력을 도모하기 위한 환경을 조성하는데 한계가 있는 지필 환

경을 어느 정도 보완할 수 있다.컴퓨터는 사고력 향상을 목적으로 하는 교
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수․학습 활동에 산술적인 계산과 대수적인 문자식의 처리를 신속하게 수행

해 줌으로써 본질적인 사고력 중심의 교수․학습 활동에 전념할 수 있게 해

준다.

컴퓨터 프로그래밍 활동은 학생이 가지고 있는 수학 지식을 절차적 지식

형태로 변환하는 과정으로서,학생 자신의 수학적 사고를 구체적으로 적용하

여 어떤 결과를 산출하는 의미 있는 활동이다.또한 컴퓨터 프로그래밍에서

의 오류 수정 활동은 수학적 사고력 향상을 위한 기회로 활용될 수 있다.오

류는 예상하지 못한 곳에서 일어나고 그 오류를 제거하기 위해 반드시 프로

그램에 수정을 가해야 하는바,이는 학생 자신의 수학적 사고와 그것을 절차

적 형태의 프로그램으로 변환하는 과정을 다시 한 번 반성하는 기회를 제공

한다.이는 자신의 사고와 행동을 다시 한 번 반성해 봄으로써 더 높은 수준

으로의 발달을 모색하는 반영적 추상화 활동에 기여한다고 할 수 있다(신동

선․류희찬,1998재인용).

2)수학학습에서 컴퓨터 활용 시 유의점

수학교육에서 공학적 도구의 사용은 수학적 이해를 유발하고 증진시키기고

수학학습에 있어 많은 도움을 준다는 것을 위의 내용을 통해 알 수 있었다.

그러나 수학교육에서 공학적 도구를 활용할 때 유의해야 할 점이 존재하며

그것은 다음과 같다.

첫째,교육공학적 도구를 수학 교수-학습에 도입함에 있어서 그 목적을 명

확하게 할 필요가 있다.수학교육의 방법을 개선하기 위해 교육공학적 도구

를 도입한다면,교육공학적 도구 활용 방안이 가르치고자 하는 내용,즉 수학

지식의 성격을 변형하거나 왜곡할 위험성은 없는가에 대해 끊임없이 감독하

고 통제해야 한다.
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둘째,수학 교수-학습의 어느 단계에서 어떤 교육공학적 도구를 어떻게 사

용할 것인가의 문제가 중요하게 부각된다.이때에 교사는 교육공학적 도구를

수학 교수-학습의 어느 단계에서 어떤 방식으로 활용할 것인가의 문제를 가

장 구체적으로 고민하고 판단해야 할 책임이 주어지기 때문에 교사의 역할이

중요하게 부각된다.이러한 관점에서 공학적 도구가 교사를 대체할 수 있을

것이라는 주장은 공학적 도구에 대한 지나친 낙관론이라고 할 수 있다.

셋째,교육공학적 도구의 교육적 한계를 분명하게 인식해야 한다.그 적용

이 타당하지 않는 영역까지 교육공학적 도구를 무리하게 활용하려는 시도는

교육학적으로 바람직하지 못하다.

넷째,교육공학적 도구를 더욱 적극적으로 활용할 수 있는 제도적이고 현

실적인 여건이 시급히 마련되어야 한다.교육공학적 도구로 인하여 수학교육

은 새로운 단계로 진입하고 있지만,국내의 현실은 수학 전용 실험실의 부재,

과다한 학급 당 인원수,국산 소프트웨어의 부재 등 매우 열악한 상황인 바,

이러한 상황은 시급히 개선되어야 한다.

다섯째,교육공학적 도구를 적극적으로 활용하기 위한 환경은 활성화 되었

지만 교사들의 준비는 아직 미흡하다고 할 수 있다.교육공학적 도구를 효과

적으로 사용하기 위해서는 교사들의 의식을 변화시킬 수 있는 교사들의 재교

육이 이루어져야 할 것이다(정복희,2008재인용).

3)기하교육에서 컴퓨터의 활용

① 기하 학습에서의 컴퓨터 활용의 필요성

컴퓨터만큼 수학 학습,특히 기하 학습의 과정을 풍요롭게 할 수 있는 교

육매체도 드물다.

기하학적 개념은 대부분 영상으로 표현될 수 있는데,대부분의 학생들은



- 20 -

기본적인 개념에 대하여 각각 원형적인 예를 영상으로 간직하고 있다.즉 ‘표

준화된 위치에 있는 표준화된 형태의 도형’을 말한다.예를 들면,삼각형의

높이는 삼각형의 내부에 그려져야 하는 것,다각형의 한 변은 교과서의 하단

과 평행해야 한다는 것 등이다.이것은 교재에서 그림을 나타낼 때 최선의

형태의 것을 선택하여 학생들에게 제공하기 때문인데 이것이 오히려 학생들

에게 정형화된 형태의 그림으로 받아들여 특정한 원형적 영상에 사고를 한계

지우게 만든다.예를 들면,사각형을 정사각형이나 직사각형으로 생각하는 오

류를 범한다거나,도형의 방향에 영향을 받는 것,또 삼각형 중 둔각삼각형에

대해서는 생각하지 않는 경향 등이다.

한편,기하의 증명에 있어서 개념이나 정리에 수반된 그림이 고정된 것으

로 받아들여진다면 새로운 상황으로 정리를 적용해야 할 때 문제해결에 장애

가 되기도 한다.한 개념이나 정리에서 성립하는 성질을 추상화하는 과정에

서,수반된 그림이 주어진 조건을 만족하는 여러 가지 예들 중에 하나로서

그 위치나 형태가 얼마든지 변할 수 있다는 생각을 갖는 것은 중요하다.

이 처럼 부적절하고 편향된 시각적 표현 자체가 문제해결을 방해하는 부정

적 역할을 하는 것을 컴퓨터를 이용한 활동을 함으로써 상당 부분 해소할 수

있다.컴퓨터의 중요한 역할 중 하나가 시각적 표현과 그 해석에 있어서의

개인차를 거의 제거할 수 있다는 것인데,컴퓨터가 임의의 영상들을 전시하

는 데에 그치지 않고 사용자가 조작하여 능동적으로 활동할 수 있는 환경을

제공한다면,학생들은 컴퓨터를 통해 다양한 예들을 작도하거나 관찰하면서

변하지 않는 속성들을 발견하여 도형의 성질을 추출해 낼 수도 있다.

즉,컴퓨터는 한 가지 개념이나 정리를 나타내는 다양한 그림을 제시할 때,

그림의 변화에도 불구하고 변하지 않는 필수적인 측면과 그림에 따라 가변적

으로 변하는 우연적인 측면을 분리해 냄으로써,특정한 원형적인 형상에 근

거하여 잘못된 판단을 하는 오류를 제거할 수 있다.또 정리 내용에 친숙해
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짐으로써 새로운 상황에 정리를 적절하게 적용하는 데에도 도움이 된다(류희

영,2006).

② 기하교육에서 컴퓨터의 활용

기하교육의 목적은 실세계에 대한 직관력을 길러주며,논리적 사고를 향상

시키는데 있다.이러한 이유로 학교 수학에서 기하학이 차지하는 위치가 중

요함에도 불구하고 기하 수업은 교사의 지시와 설명의 수업형태에 의존하여

이루어져 왔으며 자,연필,컴퍼스,각도기를 이용한 구체적 조작활동이 이루

어지더라도 시간적․공간적 제약으로 다양한 상황에서 풍부한 경험과 탐구

가 이루어지지 못하고 있다.결국 학습자들은 기하학의 출발이 일상생활의

문제를 해결하기 위한 것임에도 불구하고 기하 영역을 현실과 동떨어진 증명

위주의 딱딱하고 재미없는 부분으로 인식하고 있다.

남승인(1994)은 기하는 연역과 귀납의 양면성을 가지고 있어 기하교육을

성공적으로 이끌기 위해서는 지나친 연역적 추론에 앞서 탐구하고 추측하며,

가설을 설정하는 귀납적인 탐구활동이 먼저 이루어져야 한다고 밝혔다.또

어떠한 수학적 사실을 발견하고 창조하기까지의 과정은 귀납이며,일단 찾아

낸 사실을 증명하는 과정은 연역적이기 때문에 기하 학습은 귀납과 연역이

동등한 수준에서 다루어져야 한다고 했다.

따라서 지금까지의 기하교육은 시간적․공간적 제약에 의해 귀납적 탐구활

동이 제한되었고 학습자들이 접할 수 있는 자료는 양적으로나 질적으로 다

양한 상황에서 귀납적 활동을 경험하기에는 부족한 실정이었다.

이러한 한계를 극복하기 위한 한 가지 수단이 바로 컴퓨터이다.

기하 교육에서 컴퓨터를 활용함으로써 기대할 수 있는 효과를 살펴보면,

첫째,추상적인 수학개념을 시각화시켜 수학학습의 어려움을 완화시키고
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기하학적 대상들 사이의 관계를 시각적으로 파악할 수 있다.

둘째,컴퓨터를 활용함으로써 학습자의 호기심을 유발하고,흥미를 일으키

며 주의를 집중시킬 수 있다.따라서 학습자가 스스로 추정하거나 탐구하는

활동을 통해 학습에 능동적으로 참여할 수 있다.컴퓨터의 그래픽기능과 계

산 처리 능력은 도형의 관계를 탐구하고 추정하는 실험의 기회를 제공해 줄

수 있다.

셋째,같은 수학적 개념,원리,법칙 등에 대한 접근 방법이 다양해질 수

있고 수학학습과정도 다양해질 수 있어 학습자들의 수준에 맞는 수업 진행이

가능하다.

넷째,지필 환경에서는 다룰 수 없어 ‘정적’이기만 했던 도형의 ‘움직임’을

구현할 수 있어 폭넓은 공간감각의 발달에 기여한다.

다섯째,프로그래밍 학습의 활용 시 가능한 오류수정을 통해 사고력을 향

상시킬 수 있으며,컴퓨터의 신속성과 기억,저장 능력을 이용하여 학습자의

행동에 대한 즉각적이고 개별을 제공해 줄 수 있다(류희영,2006).

③ 귀납적 추론과 연역적 증명의 연결

학생들은 컴퓨터의 활용을 통해 Balacheff가 제시한 증명의 네 수준을 -

몇 개의 예를 통해 기하학적 정리의 타당성에 대한 잠정적인 결론을 얻는

단순한 경험(naveempiricism)수준,극단적인 경우를 시험하면서 일반성에

대한 의문을 좀 더 명확히 다루는 결정적인 실험(crucialexperiment)수준,

대상들을 대표하는 예에 기초하여 논의를 전개하는 일반적인 예(generic

example)수준,특별한 예에 대한 설명으로부터 벗어나 논리적인 증명을 하기

시작한 사고 실험(thoughtexperiment)수준-거치면서,귀납적 추론을 연역

적 증명과 자연스럽게 연결시켜 나갈 수 있다.그러나 탐구형 기하 소프트웨

어를 활용하는 대부분의 교수-학습 자료는 연역적 논의가 결여된 채 학습내
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용에 대한 시각적 확인 또는 귀납적 추론에 머물거나,귀납적 추론에 대한

논의의 결여로 귀납적 추론과 연역적 증명이 자연스럽게 연결되지 못하고 있

다.

Galindo(1998)는 탐구형 기하 소프트웨어를 활용하는 수업의 한 방법으로,

실제적인 조작활동 후에 컴퓨터를 통해 자신의 추측을 시험하고 확장하며,

다른 사람들과 서로 발견에 대해 논의하면서,논의에 타당성을 제공할 목적

으로 연역적 방법을 취하게 되는 수업을 제안한다.Yershalmy(1998)는 동적

인 서술에 대한 내용전개의 한 방법으로 동적인 진술을 작도하고 작도된 대

상을 탐구하면서,시각적 피드백과 측정능력 등을 사용하여 관찰이 추론이

되도록 한 후,사전 지식을 사용한 연역적 논의로 추론을 정당화하는 방법을

제안한다.이러한 제안들은 앞서 논의한 증명의 네 수준과 관련하여 탐구형

기하 소프트웨어가 귀납적 추론과 연역적 증명을 자연스럽게 연결할 수 있는

도구로 활용될 수 있음을 뒷받침한다.그러므로 기하교육에서 탐구형 기하

소프트웨어의 역할이 반영될 수 있도록 하는 노력이 필요하다(유공주,2000

재인용).

4)TheGeometer'sSketchPad의 개요

GSP는 미국의 과학재단(NationalScienceFoundation)의 VGP(Visual

Geometry Project)사업의 한 부분으로 개발된 동적 기하 소프트웨어로서

VGP는 Swarth-more대학의 연구과제인 시각적인 기하로,수학교육기관인

Key curriculum Press와의 공동연구로 제작되었으며 수학자인 Eugene

Klotz와 DorisSchattschneider에 의해 진두지휘되어 NicholasJackie와

ScottSteketee에 의해 이 프로그램이 완성되었다.

수학의 광범위한 대상을 탐구하며 분석할 수 있는 GSP는 동적 기하를 이
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용하여 기본적인 도형과 수에 대한 탐구에서부터 복소수에 이르는 수준의 수

학을 설명하는 모델을 만들 수 있으며,수학에 관한 여러 가지 의문이나 어

떤 특별한 도형의 성질을 증명할 때,또는 새로운 결과를 도출할 때,이 프로

그램을 사용하면 많은 도움을 받을 수 있다.또한 수업활동과 연구에 대한

보고서를 작성하거나 출판을 할 때,시각적 효과를 높이는 수학적 설명을 위

한 그림을 그릴 때도 사용할 수 있다.예를 들어 함수식을 입력하면 함수의

그래프가 그려질 뿐만이 아니라 매개변수를 이용하여 계수가 변할 때 함수식

도 동적으로 변하고,고등학교의 수열,극한,미분,적분 수업에 필요한 모든

그림뿐만 아니라 대학 Calculus에 필요한 그림을 구현할 수 있으며,GSP를

이용하여 그린 그림을 html로 저장해서 쉽게 움직이는 그림을 웹에 올릴 수

도 있다.이러한 기능의 다양한 활용으로 수업시간에 활용할 수 있는 학습자

료 제작을 할 수 있다.GSP는 교사에게는 학습자료 제작에 도움을 주며,학

습자인 학생 또한 GSP를 이용하여 기하에 적용되는 패턴을 찾고 짐작하고,

학생상호간에 공동으로 문제해결력을 가지는데 도움을 주는 수학 소프트웨어

라 할 수 있다(김향숙 외6인,2005).

눈금 없는 자와 컴퍼스를 사용해서 도형을 작도하는 경우에는 생생한 기하

학적 원리를 담는데 여러 가지 한계가 있다.그러나 GSP는(수학사랑,1999),

첫째,기본적으로 점,선,원을 그리고 원을 이용하여 여러 기하학적 표현

을 하고 명확히 구현할 수 있으며,특히 각의 이등분선,선분의 중점,평행

선,수직선,주어진 선분의 길이와 같은 반지름의 원,기하학적 관계를 나타

낸 그래프(평행이동,대칭이동,회전이동)등을 그릴 수 있다.GSP를 이용하

면 쉽게 도형의 본질적인 관련성을 나타내는 그림을 빠르고 정확하게 그릴

수 있다.

둘째,종이 위에 연필을 사용해서 그린 도형이 기하학적 관계를 나타내는

어떤 특정한 경우를 표현한 것인데 비해,GSP를 사용하여 그린 도형에서는
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도형의 한 부분을 끌면 서로 연관된 부분의 도형이 변하게 되며,GSP를 사

용하여 그린 도형은 여러 가지 비슷한 경우를 많이 표현할 수 있다.

셋째,스크립트는 작도 단계를 기록할 수 있고,그 기록을 다시 재생 할

수 있다. 스크립트를 도구와 같이 사용하여 도형이나 도형들을 반복적으로

그릴 수 있다.

넷째,스크립트를 실행하면 도형 사이의 관계와 특정한 도형자체 모두를

관찰할 수 있으므로 설정한 가설이 옳은지 옳지 않은지 동적으로 확인 할 수

있다.

다섯째,GSP는 도형의 모양을 여러 가지로 바꾸고 설정할 수 있으므로

동적이며 도형의 여러 요소에 색상처리,변환,측정,계산,도형의 방정식 등

의 표현이 쉽게 구현되며,도형의 이름을 붙이거나 설명을 써넣을 수 있다.

이렇듯이 GSP는 사용자와 상호작용 하는 동적인 칠판으로 사용할 수 있

다.

GSP의 교육적인 효과를 살펴보면(임혜경,2005),

첫째,동적인 평면기하의 성질을 정적인 상태의 인쇄 매체 칠판 등을 통하

여 지도할 때보다 더욱 확실하게 이해시킬 수 있다.

둘째,새로운 멀티미디어 매체로서 GSP는 일반적인 그림 프로그램과 달리

직선 도구( )또는 원 도구( )만을 사용하는 작도와 측정을 통하여 학생들

의 흥미를 자극할 수 있고,학생들이 직접 GSP를 사용한다면 더욱 학습욕구

를 유발할 수 있을 뿐만 아니라 학습 내용을 눈으로 확인할 수 있어서 더욱

효과적이다.

셋째,평면기하의 어떤 성질이 성립할 것 같은가 또는 평면기하의 성질을

발견적으로 찾아낼 수 있도록 자극할 때 GSP를 마치 실험도구처럼 사용하여

실제로 작도하고,측정하여 그 성질에 대한 가설을 학습자 스스로 세울 수 있

도록 도와 줄 수 있다.
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넷째,평면도형의 성질을 직관적으로 충분히 이해한 다음 연역적으로 증명

하는 것이 필요한데 이때에 GSP는 정확한 그림을 제공해 주므로,증명이나

문제 풀이에 필요한 정보를 얻을 수 있다.

다섯째,애니메이션과 끌기를 사용하여 평면기하의 성질을 연속적이면서

역동적으로 관찰할 수 있다.특히 애니메이션으로 만들어지는 흔적 남기기는

도형의 자취를 생생하게 보여준다.따라서 많은 도형을 그 정의에 의하여 구

현해 봄으로써 확실한 개념을 얻고 그로부터 파생되는 도형의 성질에 자연스

럽게 접근할 수 있다.

여섯째,변환메뉴의 반복 기능을 사용하면 같은 작업의 순환(Recursion)을 할

수 있다.

일곱째,GSP에서 제공되는 직교좌표계와 극좌표계를 통하여 평면기하의

여러 가지 성질에 대한 해석기하적 접근이 가능하다.

여덟째,GSP에는 사용자 도구 만들기( )가 있어서 정다각형,타원,각

표시등의 도구들을 편리하게 가져다 쓸 수 있으며 자주 사용하게 되는 도형

들을 스스로 만들어 넣어 두면 언제든지 간편하게 사용할 수 있다.

아홉째,작도한 도형들에 애니메이션,이동,숨기기/보이기 기능 들을 사용

하여 도형의 움직이는 모습,이동하는 모습을 볼 수 있어서 수업자료를 제작

하는 저작도구로서도 활용할 수 있다.글상자와 동작 버튼을 사용하여 수학

적 의사소통의 정보전달 매체로서 학생들의 이해를 도울 수 있다.동작 버튼

들은 기하학적 도형이나 글상자를 보여 주고 숨기거나 애니메이션화 하는 데

쓰일 수 있고,또 이 버튼들은 연결될 수 있어서 작도 과정이나 설명을 연속적

으로 보이게 하는 프리젠테이션 역할도 할 수 있다.또한 여러 페이지를 만

들어서 책장을 넘기듯이 자료를 구성할 수도 있어서 편리하다.

앞서 본 바와 같이 탐구형 소프트웨어의 사용은 학습자가 엄밀한 증명을

하기 위해 직관적으로 도형의 성질을 이해하는 데 도움이 된다.하지만 이러
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한 탐구형 소프트웨어가 장점만을 가지고 있는 것은 아니다.그러므로 탐구

형 소프트웨어의 장점과 단점을 잘 파악하여 단점을 최소화 하고 장점을 최

대화 하는 노력을 해야 한다.

본 논문은 탐구형 소프트웨어 중 GSP를 활용한 기하학습에 대한 것이므로

GSP의 장점과 단점에 대하여 살펴 볼 것이다.GSP의 장점과 단점은 다음과

같다[17].

먼저 GSP활용시 장점을 살펴보면,

첫째,학생들의 호기심을 자극하여 수업에 대한 흥미와 관심을 유발한다.

둘째,도형이 자유자재로 움직이므로 도형에 대한 성질을 생동감 있게 보

여 줄 수 있다.

셋째,GSP를 통해 추상적인 평면 도형의 모든 관계를 시각화할 수 있다.

넷째,그래프를 GSP로 작도하여 그 성질을 규명하는 것이 정적인 도형에

서 이해를 요구하는 것보다 학생스스로 판단하고 찾을 수 있다.

다섯째,실험적인 수학을 할 수 있는 계기가 될 수 있고,다른 프로그램에

비해 비교적 조작이 손쉬워 학생들과 교사가 편하게 사용할 수 있다.

반면에 GSP의 단점은,

첫째,주객이 전도될 수 있다.수학 본연의 내용이나 성질의 확인보다 컴퓨

터 활동으로 기울어질 염려가 있다.

둘째,교사 자신이 GSP및 다른 프로그램들을 잘 알아야 지도하는 방법을

개선할 수 있으며,교사의 자료제작에 많은 시간이 필요하다.

셋째,단추 등을 많이 만들면 순서를 결정하는데 어려움이 있다.

넷째,화면의 글자가 작은 것이 많아 빔 프로젝트를 이용해야 하는 어려움

이 있다.

다섯째,모든 학생들이 모두 조작할 수 있는 컴퓨터 환경이 제공되어 있지

않으면 자칫 수업의 집중도나 효과성이 줄어들 수 있다.
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Ⅲ.연구의 내용

중등학교 수학교과서에서 학생들이 가장 이해하기 힘든 단원을 꼽으라고

하면 일반적으로 기하단원이라고 하였다.이러한 기하단원을 좀 더 흥미롭고

쉽게 이해하기 위해 GSP를 이용하여 실제로 간단한 작도를 한 후 직관적인

이해에서부터 연역적인 증명에까지 이를 수 있도록 학습 자료를 만들어 보기

로 하였다.

GSP는 누구나 쉽게 사용 가능한 프로그램이며 특히 중등학교 과정에서는

간단한 작도를 통해 수업내용을 쉽게 이해할 수 있다.따라서 모든 학생들에

게 컴퓨터가 주어진 상황에서 직접 조작함으로써 쉽고 흥미롭게 수업을 하도

록 작성하였다.

1.증명지도에 관한 교과서 분석

제7차 교육과정 개정에서는 국민 공통 기본 교육과정의 수학 영역을 수와

연산,문자와 식,함수,확률과 통계,기하의 5개 영역으로 구분하여 제시하고

있는데,이 중에서 기하영역은 도형과 측정의 부분을 모두 포함하고 있다.이

절에서는 기하의 영역 중에서 도형의 영역을 중심으로 증명 지도가 어떻게

이루어지고 있는지 살펴 볼 것이다.

교육과학기술부는 기하의 지도의의를 다음과 같이 말하고 있다(교육과학기

술부,2006).

중학교 기하 영역에서는 자연현상이나 실생활의 상황을 통해 평면과 공간

및 평면도형과 입체도형의 개념을 직관적으로 이해하고,여러 가지 도형의

성질을 학생의 수준에 따라 직관적으로 혹은 연역적 추론을 통해 이해하고
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탐구하며,이를 활용하여 여러 가지 문제를 해결하는 학습활동을 한다.

기하 문제는 해결 방법이 다양하기 때문에 문제 해결 능력과 수학적 창의

성을 신장시킬 수 있는 좋은 소재이며,특히 도형에 관한 명제는 그에 대한

일반화나 유추,조건의 변형 등을 통해 새로운 문제를 만들 수 있는 경험을

제공할 수 있어 학생의 문제 만들기 능력을 신장시킬 수 있는 좋은 소재이기

도 하다.

중학교 도형 영역의 전반적인 내용을 정리해보면 <표1>과 같다(교육과학

기술부,2006).

<표1.중학교 교육과정의 기하 영역 내용 >

단계

영역
1학년 2학년 3학년

기하

․점,선,면,각

․점,직선,평면의

위치 관계

․평행선의 성질

․간단한 작도

․삼각형의 결정조건

과 합동조건

․다각형의 성질,

내각과 외각의 크기

․부채꼴의 중심각과

호의 관계

․부채꼴의 넓이와

호의 길이

․원과 직선,두 원의

위치관계

․다면체,회전체의성질

․입체도형의 겉넓이

와 부피

․명제의 뜻과

증명의 의미

․삼각형과 사각형의

성질 증명

․도형의 닮음

․닮은 도형의 성질

․삼각형의 닮음조건

․평행선 사이에 있는

선분의 길이의 비

․삼각형의

중점연결정리

․닮은 도형의

넓이와 부피

․피타고라스의 정리

․삼각비

․원에서 현,접선에

대한 성질

․원주각의 성질

․원에 내접하는

사각형의 성질

․원과 비례에 관한

성질
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1)중학교 1학년

중학교 1학년에서는 대부분의 성질은 직관적인 탐구활동을 통해서 제시되

며,엄밀한 증명은 피하고 간단한 조작활동을 통하여 그 이유를 설명할 수

있도록 지도하고 있다.

중학교 1학년에서 직관적 추론에 의해 지도되는 내용으로는 평행선과 동위

각의 관계,정다면체의 종류,중심각의 크기와 호의 길이와의 관계 등이다.

이 학년에서는 직접적으로 형식적 증명을 요구하고 있지 않으며,대부분이

직관적 추론에 의해서 제시되고 있다.

2)중학교 2학년

중학교 2학년에서는 본격적으로 형식적 증명이 도입되며,명제,가정,결론,

역의 개념을 이해하게 하며,주어진 명제를 p→q의 꼴로 나타낼 수 있게 한

다.정의,정리,증명의 뜻을 이해하고,어떤 명제가 참임을 증명하려면 우선

그 명제의 가정과 결론을 분명히 하고 가정과 이미 알려진 사실이나 성질들

을 근거로 하여 결론을 유도하여야함을 알게 하여,대부분의 명제를 형식적

으로 증명하게 되며,중학교 1학년에서 배운 삼각형의 합동조건을 이용하여

증명하게 된다.그러나 삼각형과 사각형의 성질에 대한 증명에서 증명을 하

기 전에 공학적 도구나 종이접기,작도 등의 조작 활동을 통하여 증명해야할

성질은 추측하거나 직관적으로 이해한 후 증명을 하는 등 형식적인 증명이

도입되긴 하지만,지나치게 논증을 강조하지 않도록 한다.

중학교 2학년에서의 내용을 보면,삼각형의 합동조건을 이용하여 이등변삼

각형의 성질,직각삼각형의 합동조건,삼각형의 외심,내심의 성질,무게중심,
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여러 가지 사각형의 성질,삼각형의 닮음 등이 지도된다.

3)중학교 3학년

중학교 2학년과 마찬가지로 중학교 3학년에서도 형식적인 증명을 통해서

지도되며,추론도 부분적으로 다루어지고 있으며,학생의 수준에 따라 증명

방법이나 활용 정도를 달리 할 수 있도록 하였다.

중학교 3학년에서 지도되는 내용은 피타고라스의 정리,원에서 현에 관한

성질,원주각과 중심각의 크기,원의 접선과 현이 이루는 각,원과 비례에 관

한 성질 등이며,원과 직선 및 원주각에 관한 성질의 이해에서 학생들에게

엄밀한 연역적 증명을 강조하지는 않으나,학생의 수준에 따라 그 정도와 방

법은 달리 할 수 있다.

이상에서는 중학교 교육과정 해설서와 교사용지도서를 중심으로 기하영역

에 해당하는 중학교 교육과정을 분석해 보았다.

학교현장에서는 학생들의 개인차나 학생들의 기하학습 수준이 다르기 때문

에 학생들이 느끼는 어려움에 대해 학생들에게 선행학습을 시켜 학생들의 학

습수준을 학습내용에 맞게 이끌어줄 시간이 충분하지 않다.그러므로 개정

교육과정에서는 학생들에게 엄밀한 증명이전에 흥미를 느낄 수 있게 직관적

이해가 가능한 공학도구의 이용등과 같은 조작 활동을 강조하였으며,학생들

의 수준에 따라 정도와 방법을 달리하여 증명 교육을 지도해야 한다고 하였

다.

이 논문은 학생들이 엄밀한 증명 이전에 직관적 이해를 가능하게 할 공학도

구 중 GSP를 이용하여 중학교 3학년의 원의 성질에 대한 직관적 이해를 돕

는 자료를 소개할 것이며,이것은 학생이 증명을 어렵게만 생각하고 교사의
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일방적인 지도하에 증명을 기록 암기 하던 수업에서 벗어나 증명에 대한 흥

미와 자신감을 기대할 수 있을 것이다.

2.GSP를 활용한 효율적인 증명지도 방법

학생들의 수학적 사고 활동으로서의 증명을 하기위해서는 2장의 증명지도

의 개선 방향에서 살펴보았듯이 효율적으로 증명지도를 하기 위해서는 증명

이전에 학생들로 하여금 패턴과 관련성을 파악하는 다양한 경험을 제시할 필

요가 있으며,증명의 방식에서도 분석적 방식과 종합적 방식이 통합된 역동

적인 수학적 사고 활동으로서 증명을 지도할 필요가 있다.

본 논문은 다른 프로그램에 비해 비교적 조작이 손쉬운 GSP를 이용하여

효율적으로 증명지도를 하기위한 방법에 대하여 연구하여 보았으며,그 방법

은 다음과 같은 순서로 이루어진다.

증명지도 이전에 평면기하의 성질을 발견적으로 찾아낼 수 있도록 GSP를

이용하여 도형을 작도해보고,작도한 도형을 직접 움직여 관찰을 통하여 도

형의 성질을 발견해본다.이렇게 얻어낸 사전 지식을 사용하여 명제의 엄밀

한 연역적 증명을 위해 명제를 가정과 결론으로 나누어 결론이 성립하기 위

한 조건을 찾아내고,가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 정의 성

질 등을 생각해내는 분석적 방식을 이용하여 증명 방법을 찾아낸 후 이를 이

용하여 종합적인 방식으로의 증명을 함으로써 역동적인 수학적 사고활동으로

서 증명을 지도할 수 있게 된다.
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3.GSP를 이용한 중학교 3학년 원의 성질에 대한

증명 이해를 돕기 위한 학습자료

GSP를 활용하여 원의 성질을 알아보고 원과 직선의 성질,원주각의 성질,

원과 비례의 성질을 추측한 다음 그 추측이 옳음을 증명하는데 활용할 수 있

는 자료이다.

1)GSP를 이용한 원과 직선의 성질

① 중심각에 대한 호와 현

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원을 선택( )한 후 적당한 크기의 원을 그린다.

ㄴ.원 위에 현을 긋고,원의 중심 O와 선분의 양 끝점에 이름 A,B를 단

다.

㉠ 그려진 원 선택( )→ 작도( )→ 원 위의 점 선택 → 원 선택( )

→ 작도( )→ 원 위의 점 선택

㉡ ㉠에서 생성된 두 점을 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택

㉢ 화면 왼쪽의 글 도구 선택( )→ 원 위의 점 선택( )→ 원하는 이름

입력

ㄷ.O,A,B를 세 꼭짓점으로 하는 삼각형을 그린 후 삼각형에 색을 넣는다.
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㉠ 점 O,점 A,점 B를 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택

㉡ 점 O,점 A,점 B를 선택( )→ 작도( )→ 삼각형의 내부 선택

→ 마우스의 오른쪽 선택 → 색 선택 → 원하는 색 선택

ㄹ.원 안에 위쪽 삼각형 그린 후 삼각형의 각 꼭짓점의 이름을 정한 후

삼각형에 색을 넣는다.

㉠ 선분 OA,선분 OB,선분 AB 선택( )→ 변환( )→ 회전이동

선택 → 각도지정 → 선택

㉡ 점 O,점 C,점 D를 선택( )→ 작도( )→ 삼각형의 내부 선택

→ 마우스의 오른쪽 선택 → 색 선택 → 원하는 색 선택

ㅁ.애니메이션버튼 만들기

㉠ B점과 원을 선택( )→ 편집( )→ 동작버튼 → 애니메이션 선택

ㅂ.각,현,호의 길이 표시하기

㉠ 각의 크기 표시하기

점 A,점 O,점 B를 선택( )→ 측정( )→ 각의 크기 선택

(측정하고자 하는 각의 이름순서로 점을 선택해야 한다.)

㉡ 현의 길이 표시하기

현 AB 선택( )→ 측정( )→ 길이 선택

㉢ 호의 길이 표시하기

호 AB위에 한 점( )E를 선택 → 점 A,점E,점 B를 순서대로 선

택( )→ 작도( )→ 세 점을 지나는 호 → 측정( )→ 호의

길이
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[그림1.중심각이 같은 현과 호]

*그림1은 한 원에서 같은 중심각에 대한 호와 현의 길이를 알아보기 위한

것이다.

<원의 중심각과 호,현의 성질의 발견 >

ㄱ.점A,B,C,또는 점D를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서

중심각,호,현의 크기를 비교하여 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 중심각,호,현 사이에 어떤 관계가 있는지

살펴본다.
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ㄷ.위의 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?

<원의 중심각과 현의 성질의 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘한 원에서 같은 크기의 두 중심각에 대한 현의 길이는 서

로 같다.’는 추측이 참인지 거짓인지 어떻게 확인할 수 있을까?모든

합동인 원의 같은 크기의 두 중심각에 대한 현의 길이는 서로 같은지 측

정해보아야 하는가?그러나 모든 원과 크기가 같은 두 중심각을 다 그려

보고 측정하는 것은 불가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘한 원에서 같은 크기의 두

중심각에 대한 현의 길이는 서로 같다.’는 성질을 증명해 보자.

㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:한 원에 중심각이 같은 현을 그린

다.(∠AOB=∠COD)

결론:현의 길이는 같다.(  )

[그림2]

㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:현의 길이는 같다.즉   은 어떻게 이끌어낼 수 있을

까?
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㉡-2:삼각형의 합동을 이용하자

㉡-3:선분AB과 선분 CD가 대응되는 두 삼각형 △OAB과 △OCD

이

합동이면    이 된다.

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)

을 생각해 낸다.

㉢-1:△OAB과 △OCD이 합동인가?

㉢-2:∠AOB=∠COD이고

    (원의정의:반지름)

‘삼각형에서 두 변의 길이가 같고

그 사이에 끼인 각의 크기가 같으면

합동이다.’(SAS합동조건)에 의해

△OAB과 △OCD이 합동이다.

[그림3]

㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.

한 원에서 중심각의 크기가 같으면,△OAB≡△OCD

왜냐하면     (원의정의:반지름)

∠AOB=∠COD(가정에 의해)

그러므로,  



- 38 -

② 원의 중심과 현

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원( )을 선택한 후 적당한 크기의 원을 그린다.

ㄴ.원위에 현을 긋는다.

ㄷ.원의 중심 O와 선분의 양 끝점에 이름A,B를 달고,원의 중심 O에서

선분AB에 수선을 긋는다.

㉠ 점 O와 선분AB 선택( )→ 작도( )→ 수선 선택

㉡ ㄷ-㉠에서 생성된 수선과 선분AB 선택( )→ 작도( )→ 교점

선택

㉢ 원의 중심 O와 ㄷ-㉡에서 생성된 점 선택( )→ 작도( )→선

분 선택

㉣ ㄷ-㉠에서 생성된 수선 선택( )→ 보기( )→ 숨기기 선택

ㄹ.애니메이션버튼 만들기

㉠ B점과 원을 선택( )→ 편집( )→ 동작버튼 → 애니메이션 선택

ㅁ.현의 중점과 원위의 점의 길이표시하기

㉠ 점A와 점M 선택( )→ 측정( )→ 거리 선택

㉡ 점B와 점M 선택( )→ 측정( )→ 거리 선택
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[그림4.원의 중심과 현]

*위의 그림은 원의 중심 O에서 현 AB에 수선을 그은 것이다.

<원의 중심과 현의 성질의 발견 >

ㄱ.점A,B 또는 점 D를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서 선

분 AM,선분 BM의 길이가 어떻게 변하는지 비교해 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 선분 AM,선분 BM의 길이 사이에 어떤

관계가 있는지 살펴본다.

ㄷ.위 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?
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<원의 중심과 현의 성질의 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘원의 중심에서 현에 내린 수선은 그 현을 이등분한다.’는

추측이 참인지 거짓인지 어떻게 확인할 수 있을까?모든 원의 중심에

서 현에 내린 수선은 그 현을 이등분하는지 측정해보아야 하는가?그

러나 모든 원과 현을 다 그려 보고 측정하는 것은 불가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘원의 중심에서 현에 내린

수선은 그 현을 이등분 한다’는 성질을 증명해 보자.

㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:원에 중심에서 현에 수선을 내린다.

(∠OMA=∠OMB)

결론:현을 이등분한다.(  )

[그림5]

㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:현을 이등분한다.즉    을

어떻게 이끌어낼 수 있을까?

㉡-2:삼각형의 합동을 이용하자.

㉡-3:선분AM과 선분 BM이 대응되는

두 삼각형을 만들어보자.
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㉡-4:선분OM을 그어 두 삼각형△OAM과

△OBM을 만들자

㉡-5:여기서 △OAM과 △OBM합동이면

   이 된다.
[그림6]

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)

을 생각해 낸다.

㉢-1:△OAM과 △OBM이 합동인가?

㉢-2:∠OMA=∠OMB=90〫이고

변 OM은 공통,변 OA와 변 OB는 같

다.

(원의정의:반지름)

‘직각삼각형에서 빗변의 길이가 같고

한 변의 길이가 같으면 합동이다.’

(RHS합동조건)에 의해

△OAM과 △OBM이 합동이다.

[그림7]

㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.

원의 중심에서 현에 내린 수선과 현이 만나는 교점을 M이라고 하면,

△OAB≡△OCD

왜냐하면   (원의정의:반지름)

∠AMO=∠BMO (가정에 의해)

 은 공통 그러므로,  
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③ 원의 접선의 길이

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원( )을 선택한 후 적당한 크기의 원을 그린다.

ㄴ.원 밖에 한 점 P를 선택( )한다.

ㄷ.원의 O와 외부의 점 P를 지나는 접선을 그린다.

㉠ 점 O와 점 P를 지나는 선분OP를 그린다.

㉡ ㄷ-㉠에서 생성된 선분OP선택( )→ 작도( )→ 중점 선택

㉢ ㄷ-㉡에서 생성된 점과 원의 중심O 선택( )→ 작도( )→ 중

심과 원주위의 점이 주어진 원 선택

㉣ ㄷ-㉢에서 생성된 원과 원O 선택( )→ 작도( )→ 교점 선택

㉤ 생성된 점A,점B와 점P가 이루는 선분을 각각 그린다.

㉥ 선분OP선택( )→ 마우스 오른쪽 선택 → 선분 숨기기 선택

㉦ 선분OP를 지름으로 하는 원 선택( )→ 마우스 오른쪽 선택 → 원

숨기기 선택

㉧ 선분OP를 지름으로 하는 원의 중심 선택( )→ 마우스 오른쪽 선택

→ 점 숨기기 선택

ㄹ.애니메이션버튼 만들기

점P와 원을 선택( )→ 보기( )→ 점에 애니메이션 주기 선택
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ㅁ.접선 PA와 접선PB의 길이 ,∠PAO와 ∠PBO의 크기 표시하기

㉠ 점P와 점A선택( )→ 측정( )→ 거리 선택 (접선 PB도 같은 방법)

㉡ 점P,A,O선택( )→ 측정( )→ 각의 크기 선택(∠PBO도 같은

방법)

[그림8.원의 접선의 길이]

*위의 그림은 원의 외부의 한 점P에서 원 O에 접선PA,접선PB를 그은 것

이다.

<원의 접선의 길이에 대한 성질의 발견 >

ㄱ.점P를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서 접선 PA,접선 PB
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의 길이가 어떻게 변하는지 비교해 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 접선 PA,접선 PB의 길이 사이에 어떤 관

계가 있는지 살펴본다.

ㄷ.위 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?

<원의 접선의 길이에 대한 성질의 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘원의 외부에 있는 한 점에서 그 원에 그은 두 접선의 길이

는 서로 같다.’는 추측이 참인지 거짓인지 어떻게 확인할 수 있을까?

모든 원의 외부에 있는 한 점에서 그 원에 그은 두 접선의 길이는 서

로 같은지 측정해보아야 하는가?그러나 모든 원과 현을 다 그려 보

고 측정하는 것은 불가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘원의 외부에 있는 한 점에

서 그 원에 그은 두 접선의 길이는 서로 같다.’는 성질을 증명해 보

자.

㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:원의 외부의 한 점에서 그 원에

접선을 그린다.

결론:두 접선의 길이는 같다.

(  )
[그림9]
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㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:두 접선의 길이는 같다.즉   를

어떻게 이끌어낼 수 있을까?

㉡-2:삼각형의 합동을 이용하자

㉡-3:선분PA과 선분 PB가 대응되는

두 삼각형을 만들어 보자.

㉡-4:선분OA,선분OB,선분PO를 그어 두

삼각형 △PAO과 △PBO를 만들자. [그림10]

㉡-5:여기서 △PAO과 △PBO가 합동이면   이 된다.

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)을

생각해 낸다.

㉢-1:△PAO과 △PBO가 합동인가?

㉢-2:∠OAP=∠OBP=90〫이고

(접선과 반지름의 성질)

변 OP는 공통,변 OA와 변 OB는 같다.

(원의정의:반지름)

‘직각삼각형에서 빗변의 길이가 같고

한 변의 길이가 같으면 합동이다.’

(RHS합동조건)에 의해

△PAO과 △PBO가 합동이다.

[그림11]

㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.
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원의 외부의 한 점P에서 원의 중심O에 선분을 긋고,원의 중심에서

접점 A와 접점B에 선분을 그으면,△PAO≡△PBO

왜냐하면   (원의정의:반지름)

∠OAP=∠OBP=90〫(접선과 반지름의 성질)

 은 공통

그러므로, 

2)GSP를 이용한 원과 각의 성질

① 원주각과 중심각의 크기

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원( )을 선택한 후 적당한 크기의 원을 그린다.

ㄴ.원 위에 세 점 A,B,P를 선택한다.

원 선택( )→ 작도( )→ 원 위의 점

ㄷ.선분 OA,선분 OB,선분PA,선분PB를 긋는다.

점 O와 점A 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택 (같은 방법으로

나머지 세 선분도 그린다.)

ㄹ.애니메이션버튼 만들기

점P와 원을 선택( )→ 보기( )→ 점에 애니메이션 주기 선택

(원하는 점을 선택( )하면 그 점에 대한 애니메이션이 일어난다.)

ㅁ.∠APB와 ∠AOB의 크기 표시하기

점A,P,B 선택( )→ 측정( )→ 각의 크기 선택(∠AOB도 같

은 방법)
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[그림12.원주각과 중심각의 크기]

*위의 그림은 원의 중심각과 원주각을 그린 것이다.

<원주각과 중심각의 크기에 대한 성질의 발견 >

ㄱ.점A,B 또는 점 P를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서

∠APB와 ∠AOB의 크기가 어떻게 변하는지 비교해 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 ∠APB와 ∠AOB의 크기 사이에 어떤 관

계가 있는지 살펴본다.

ㄷ.위 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?
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<원의 중심과 현의 성질의 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘한 호에 대한 원주각의 크기는 일정하고,그 호에 대한 중

심각의 크기의 


이다.’는 추측이 참인지 거짓인지 어떻게 확인할 수

있을까?모든 원에서 한 호에 대한 원주각의 크기는 일정하고,그 호에

대한 중심각의 크기는 


인지 측정해보아야 하는가?그러나 모든 원과

현을 다 그려 보고 측정하는 것은 불가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘한 호에 대한 원주각의 크

기는 일정하고,그 호에 대한 중심각의 크기의 


이다.’는 성질을 증명

해 보자.

㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:원의 한 호이다.

결론:원주각의 크기는 일정하고,

그 호에 대한 원주각의 크기는 중심각의

크기의 


이다.

㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:한 호에 대한 원주각의 크기는 일정하고

그 호에 대한 원주각의 크기는 중심각

크기의 


이다.즉,

[그림13]

[그림14]
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∠APB=∠AP'B=∠AP"B =


∠AOB

를 어떻게 이끌어낼 수 있을까?

㉡-2:삼각형의 외각의 합을 이용하자.

㉡-3:원의 중심O와∠APB,∠AP'B,∠AP"B

가 각각 포함 되는 세 삼각형을 만들

어보자.

㉡-4:P와 중심O를 포함한△OAB와 P'와

중심O를 지나는 선분,P"와 중심O를

지나는 선분을 그어 삼각형

△OAP',△OBP'와 △OAP",△OBP"

를 만들자

㉡-5:여기서 외각 ∠AOB=2∠APB이고,

외각 ∠AOB=∠AOQ+∠BOQ

=2∠AP'Q+2∠BP'Q=2∠AP'B이고,

외각 ∠AOB=∠QOB-∠QOA

=2∠QP"B-2∠QP"A=2∠AP"B 이

면,

∠APB=∠AP'B=∠AP"B=


∠AOB

이다.

[그림15]

[그림16]

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)을

생각해 낸다.

㉢-1:원주각과 원의 중심 O와의 위치 관계는 점 P의 위치에 따라,
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중심 O가 원주각∠APB의 한 변위에 있는 경우,중심 O가 원주각

∠AP'B의 내부에 있는 경우,중심 O가 원주각의 외부에 있는

경우로 나눌 수 있는데,그때

∠APB =∠AP'B=∠AP"B = 


∠AOB 인가?

㉢-2:선분OP=선분OP'=선분OP"

=선분OA =선분OB

(원의정의:반지름)이므로,

‘삼각형의 한 외각의 크기는 이와 이웃하지

않는 두 내각의 크기의 합과 같다.’는

삼각형의 외각의 성질에 의해 [그림17]의

△OBP,[그림18]의 △OBP',△OAP',

[그림19]의 △OBP",△OAP"는 두변이

반지름으로 같은 이등변 삼각형이므로,

∠AOB

=2∠APB

=2∠AP'B=2∠AP'Q+2∠AP'Q

=2∠AP"B=2∠OP"B-2∠OP"A이다.

[그림17]

[그림18]

[그림19]
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㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.

원주각 ∠APB와 원의 중심 O와의 위치 관계는 점 P의 위치에 따라,

중심O가 원주각∠APB 의 한 변위에 있는 경우는,

∠APB=


∠AOB이다.

왜냐하면   (원의정의:반지름)

△OPB는 이등변 삼각형 (이등변삼각형의 정의)

그러므로,2∠APB=∠AOB (삼각형의 외각의 성질)

중심O가 원주각∠AP'B의 내부에 있는 경우는,

원의 중심O와 점P'를 지나는 지름을 긋고 그 지름이 원의 다른 부분

과 만나는 점을 Q라 하면,

∠AP'B=


∠AOB이다.

왜냐하면,   ′ (원의정의:반지름)

△OBP'와△OAP'는 이등변삼각형(이등변삼각형의 정의)

∠AOQ=2∠AP'Q이고 ∠AOQ=2∠AP'Q

(삼각형의 외각의 성질)

∠AOB=∠AOQ+∠AOQ=2∠AP'Q+2∠AP'Q=2∠AP'B

이다.

그러므로,2∠AP'B=∠AOB

중심O가 원주각∠AP"B의 외부에 있는 경우는,

원의 중심O와 점P'를 지나는 지름을 긋고 그 지름이 원의 다른 부분

과 만나는 점을 Q라 하면,
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∠AP"B=


∠AOB이다.

왜냐하면,   "(원의정의:반지름)

△OAP"와△OBP"는 이등변삼각형

∠QOB=2∠OP"B이고 ∠QOA=2∠OP"A

(삼각형의 외각의 성질)

∠AOB=∠QOB-∠QOA=2∠OP"B-2∠OP"A=2∠AP"B

이다.

그러므로,2∠AP"B=∠AOB

세 가지 경우를 모두 보았을 때 한 호에 대해 생길 수 있는 모든 원

주각의 크기는 같고 중심각의 


이다.

즉,한 호에 대한 원주각 ∠APB=∠AP'B=∠AP"B=


∠AOB 이다.

③ 네 점이 한 원 위에 있을 조건

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원( )을 선택한 후 적당한 크기의 원을 그린다.

ㄴ.원 위의 세 점 A,B,C를 꼭짓점으로 하는 삼각형 ABC를 그린다.

㉠ 원O 선택( )→ 작도( )→ 원위의 점 선택 (반복하여 세 점을

잡는다.)

㉡ 세 점을 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택

ㄷ.원의 외부에 한 점 P를 선택한 후 점 A,B,P를 선분으로 연결한다.

점 P를 선택( )→ 세 점을 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택
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ㄹ.애니메이션버튼 만들기

점P선택( )→ 보기( )→ 점에 애니메이션 주기 선택

ㅁ.∠ACB와 ∠APB의 크기 측정하기.

점A,C,B 선택( )→ 측정( )→ 각의 크기 선택(∠APB도 같

은 방법)

[그림20.네 점이 한 원위에 있을 조건]

*위의 그림은 네 점이 한 원위에 존재할 조건에 대한 그림이다.
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<네 점이 한 원위에 있을 조건에 대한 발견 >

ㄱ.점P를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서 ∠ACB와 ∠APB

의 크기가 어떻게 변하는지 비교해 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 ∠ACB와 ∠APB의 크기 사이에 어떤 관

계가 있는지 살펴본다.

ㄷ.위 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?

<네 점이 한 원위에 있을 조건에 대한 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘두 점 C,D가 직선 AB에 대하여 같은 쪽에 있고 ∠ACB

=∠ADB이면,네 점 A,B,C,D는 한 원 위에 있다.’는 추측이 참인지

거짓인지 어떻게 확인할 수 있을까?모든 원의 위에 있는 점에서 이루

는 각의 크기가 서로 같은지 측정해보아야 하는가?그러나 모든 원과

현을 다 그려 보고 측정하는 것은 불가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘두 점 C,D가 직선 AB에

대하여 같은 쪽에 있고 ∠ACB=∠ADB이면,네 점 A,B,C,D는 한

원 위에 있다.’는 성질을 증명해 보자.

㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:두 점 C,D가 직선 AB에 대하여 같은

쪽에 있고 ∠ACB=∠ADB이다.

결론:네 점 A,B,C,D는 한 원 위에 있다.
[그림21]
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㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:네 점A,B,C,D가 한 원 위에 있을 조건은 어떻게 이끌어낼

수 있을까?

㉡-2:세 점A,B,C를 지나는 원에 대해 점

D는 활꼴 ACB의 내부,호 ACB 위,

활꼴 ACB의 외부에 있는 경우로 나눌 수

있다.

㉡-3:각각의 경우에 대하여 삼각형의 외각의

합을 이용하자.

㉡-4:점 D가 원위에 있으면 ∠ACB=∠ADB

이다.(원주각의 성질)

㉡-5:점 D가 원의 내부에 있으면,

원 위에 있을 경우와 비교하기 위해 선

분 AD를 연장하여 원 위의 한 점D'를

잡고 점 D와 D'를 포함한 삼각형을 만

든다.

점 D가 원의 외부에 있으면,

원 위에 있을 경우와 비교하기 위해

선분 AD와 원이 만나는 점D'를 잡고 D

와 D'를 포함한 △DD'B를 만든다.

㉡-6:여기서 ∠ADB의 크기와 원위의 점에

대한 ∠AD'B의 크기를 비교 원 위에

있을 조건이 ∠ACB=∠ADB뿐임을 보

이면 된다.

[그림22]

[그림23]

[그림24]



- 56 -

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)을

생각해 낸다.

㉢-1:네 점이 원위에 있을 조건은 ∠ACB=∠ADB뿐인가?

㉢-2:세 점A,B,C를 지나는 원에 대해 점D는

활꼴 ACB의 내부,호 ACB 위,활꼴

ACB의 외부에 있는 경우로 나누고,이때

원 위의 점D'를 잡는다.‘삼각형의 외각

의 크기는 이와 이웃하지 않는 두 내각의

크기의 합과 같다.’는 삼각형의 외각의

성질에 의해,
[그림25]

[그림26]의 활꼴 ACB의 내부의 점 D에

대해 ∠AD'B <∠ADB이고,

[그림27]의 활꼴 ACB의 외부의 점 D에

대해 ∠AD'B > ∠ADB 이다.

또한 [그림25]의 호 ACB 위의 점 D에

대해 ∠ADB =∠ACB 이다.

(원주각의 성질)

그러므로 원 점 D가 원 위에 있을 경우

는 ∠ADB =∠ACB뿐이다.

[그림26]

[그림27]

㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.

한 원 위에 세 점 A,B,C가 있고 점 D가 활꼴 ACB의 내부,호 ACB



- 57 -

위,활꼴 ACB의 외부에 있는 경우의 세 가지로 나누어 ∠ADB의 크기와

∠ACB의 크기를 비교하여 보자.

점 D가 호 ACB위에 있는 경우,

원주각의 성질에 의해 ∠ADB=∠ACB이다.

점 D가 활꼴 ACB의 내부에 있는 경우,

점 A와 점 D를 연장한 직선과 원이 만나는 교점을 D'라 하면,

∠AD'B <∠ADB이다.

왜냐하면,△DD'B의 외각 ∠ADB=∠AD'B+∠D'BD

그러므로,∠AD'B<∠ADB.

점 D가 활꼴 ACB의 외부에 있는 경우,

선분 AD가 원과 만나는 교점을 D'라 하면,∠AD'B>∠ADB이다.

왜냐하면,△DD'B의 외각∠AD'B=∠ADB+∠D'BD

∠AD'B-∠D'BD =∠ADB

그러므로,∠AD'B >∠ADB.

세 가지 경우를 모두 보았을 때 한 원위에 네 점이 모두 존재하기

위한 경우는 ∠ADB =∠ACB뿐이다.

즉,한 원위에 네 점 A,B,C,D가 존재하기 위한 조건은 선분 AB

에 대해 같은 방향으로 점 C,D가 있고 ∠ADB =∠ACB이다.

④ 접선과 현이 이루는 각

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원( )을 선택한 후 적당한 크기의 원을 그린다.

ㄴ.원 위의 세 점 A,B,C를 꼭짓점으로 하는 삼각형 ABC를 그린다.
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㉠ 원O선택( )→ 작도( )→ 원위의 점 선택

㉡ 세 점을 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택

ㄷ.원 위의 점A를 지나는 접선을 그린다.

㉠ 점 A와 원의 중심 O를 선택( )→ 작도( )→ 직선 선택

㉡ 직선과 점 A 선택( )→ 작도( )→ 수선 선택

㉢ 수선 선택( )→ 작도( )→ 수선위의 점T 선택

ㄹ.애니메이션버튼 만들기

점 C선택( )→ 편집( )→ 동작 선택 → 애니메이션 선택 → 애

니메이션의 방향과 속도를 선택

ㅁ.∠ACB와 ∠TAB의 크기 측정하기.

점A,C,B 선택( )→ 측정( ) → 각의 크기 선택

[그림28.접선과 현이 이루는 각]
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*위의 그림은 접선과 현이 이루는 각의 성질에 대한 그림이다.

<접선과 현이 이루는 각의 조건에 대한 발견 >

ㄱ.점 C를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서 ∠ABC와 ∠

TAB의 크기가 어떻게 변하는지 비교해 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 ∠ACB와 ∠TAB의 크기 사이에 어떤 관

계가 있는지 살펴본다.

ㄷ.위 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?

<접선과 현이 이루는 각의 조건에 대한 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘원의 접선과 그 접점을 지나는 현이 이루는 각의 크기는 그

각의 내부에 있는 호에 대한 원주각의 크기와 같다.’는 추측이 참인지

거짓인지 어떻게 확인할 수 있을까?모든 원의 위에 있는 점에서 이루

는 각의 크기가 서로 같은지 측정해보아야 하는가?그러나 모든 원과

현을 다 그려 보고 측정하는 것은 불가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘원의 접선과 그 접점을 지

나는 현이 이루는 각의 크기는 그 각의 내부에 있는 호에 대한 원주각

의 크기와 같다.’는 성질을 증명해 보자.
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㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:원의 접선과 그 접점을 지나는 현이 이루

는 각의 내부에 있는 호에 대한 원주각이

있다.

결론:접선과 현이 이루는 각은 이 각의 내부에 있

는 호에 대한 원주각이 같다.

즉,∠ACB=∠TAB 이다.
[그림29]

㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:접선과 현이 이루는 각은 이 각의 내부에

있는 호에 대한 원주각이 같다.

즉,∠ACB=∠TAB 은 어떻게 이끌어

낼 수 있을까?

㉡-2:원O 위에 세 점A,B,C가 있을 때,접

선 AT와 현 AC가 이루는 각 ∠TAC

의 크기를 직각,예각,둔각인 세 경우

로 나눌 수 있다.

㉡-3:각각의 경우에 대하여 원주각을 이용하자.

㉡-4:접선 AT와 각이 90〫로 만나는 현AC는

지름,∠ABC=90〫(지름에 대한 원주각)

㉡-5:접선 AT와 현 AC가 이루는 각이 예각

이면,A를 지나는 지름을 그어 원과

만나는 점을 P라 하고,△APC를 만든

다.접선 AT와 현 AC가 이루는 각이

둔각이면,A를 지나는 지름을 그어

[그림30]

[그림31]
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원과 만나는 점을 P라 하고,△APB를

만든다.

㉡-6:여기서 지름을 지나는 원주각은 90〫임을

이용하여 ∠ABC=∠TAC 임을 보이면

된다. [그림32]

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)을

생각해 낸다.

㉢-1:원의 접선과 그 접점을 지나는 현이 이루는 각과 이 각의 내부에

있는 호에 대한 원주각 즉,∠ABC=∠TAC이 인가?

㉢-2:원O 위에 세 점A,B,C가 있을 때,접

선 AT와 현 AC가 이루는 각 ∠TAC의

크기를 직각,예각,둔각인 세 경우로 나

누고,이때 예각과 둔각인 경우 점A를

지나는 지름과 원이 만나는 점P를 잡는

다.‘원의 접선과 그 접점을 지나는 현이

이루는 각의 크기는 그 각의 내부에 있

는 호에 대한 원주각의 크기와 같다.’는

원주각의 성질에 의해,[그림33]은 접선과

지름은 수직으로 만나고,지름의 원주각

은 90〫 이므로,∠ABC=∠TAC이다.

[그림34]는 접선과 현이 이루는 각이 예

각인 경우로 ∠TAP=90〫 이고,

∠TAC=∠TAP-∠CAP= 90〫 -∠CAP이

다. ∠ACP는 지름 AP를 현으로 하는

원주각이므로,∠ACP=90〫이다.

[그림33]

[그림34]
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따라서,△ACP에서 ∠APC=90〫-∠CAP

이므로,∠TAC=∠APC=∠ABC이다.

(원주각의 성질)

[그림35]는 접선과 현이 이루는 각이

둔각인 경우로의 ∠TAP=90〫 이고,

∠TAC=∠TAP+∠CAP=90〫+∠CAP이

다.∠ABP는 지름 AP를 현으로 하는

원주각이므로 ∠ABP=90〫이다.

따라서,△ABC에서

∠ABC=∠ABP+∠CBP=90〫+∠CBP이다.

∠TAC=90〫+∠CAP=90〫+∠CBP

=∠ABC

(∠CAP=∠CAP:원주각의 성질)

그러므로 ∠ABC=∠TAC.

[그림35]

㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.

원O 위에 세 점A,B,C가 있을 때,접선 AT와 현 AC가 이루는 각

∠TAC의 크기를 직각,예각,둔각인 세 경우로 나누어 ∠ABC와 ∠

TAC의 크기를 비교하여 보자.

현AC가 접선과 수직으로 만나면,원주각의 성질에 의해 ∠ABC=∠

TAC=90〫

현AC가 접선과 이루는 각의 크기가 예각인 경우,

점A를 지나는 지름과 원이 만나는 점P라 하면,∠ABC=∠TAC이다.

왜냐하면,∠TAP=90〫 이고,

∠TAC=∠TAP-∠CAP=90〫-∠CAP이다.

∠ACP는 지름 AP를 현으로 하는 원주각이므로,
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∠ACP=90〫이다.따라서,△ACP에서 ∠APC=90〫-∠CAP

이므로,원주각의 성질에 의해 ∠TAC=∠APC=∠ABC

이다.

현AC가 접선과 이루는 각의 크기가 둔각인 경우,

점A를 지나는 지름과 원이 만나는 점P라 하면,∠ABC=∠TAC이다.

왜냐하면,∠TAP=90〫 이고,

∠TAC=∠TAP+∠CAP=90〫+∠CAP이다.

∠ABP는 지름 AP를 현으로 하는 원주각이므로 ∠

ABP=90〫이다.따라서,△ABC에서 ∠ABC=∠ABP+∠

CBP=90〫+∠CBP이므로,원주각의 성질에 의해 ∠CAP=

∠CAP이고,

∠TAC=90〫+∠CAP=90〫+∠CBP=∠ABC

그러므로,∠ABC=∠TAC.

세 가지 경우를 모두 보았을 때 원의 접선과 그 접점을 지나는 현이

이루는 각의 크기는 그 각의 내부에 있는 호에 대한 원주각의 크기와

같다. 즉,∠ABC=∠TAC이다.

3)GSP를 이용한 원과 비례

① 원에서의 비례관계

<작도방법 >

ㄱ.화면 왼쪽에 원( )을 선택한 후 적당한 크기의 원을 그린다.
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ㄴ.원 위에 세 점 A,B,C,D를 선택한다.

원 선택( )→ 작도( )→ 원 위의 점

ㄷ.선분 AB,선분 CD를 긋는다.

점 A와 점B 선택( )→ 작도( )→ 선분 선택

ㄹ.교점을 표시한다.

선분 AB,선분 CD선택( )→ 작도( )→ 교점(P)선택

ㅁ.애니메이션버튼 만들기

점A와 원을 선택( )→ 보기( )→ 점에 애니메이션 주기 선택

(원하는 점을 선택( )하면 그 점에 대한 애니메이션이 일어난다.)

ㅂ.× 와 × 의 값 표시하기

점A,P( )→ 측정( )→ 거리 선택(나머지 선분도 같은 방법)

측정한 거리 선택 ( )→ 측정( )→ 계산 선택 →× 식 입력

[그림36.원에서의 비례관계 ]



- 65 -

*위의 그림은 원의 현의 교점에서의 비례관계를 나타내는 그림이다.

<원에서의 비례관계에 대한 성질의 발견 >

ㄱ.점C를 마우스를 이용하여 자유롭게 이동시켜가면서 × 와

× 의 값이 어떻게 변하는지 비교해 본다.

ㄴ.애니메이션 버튼을 누른 후 × 와 × 의 값 사이에 어떤

관계가 있는지 살펴본다.

ㄷ.위 실험을 통해 알 수 있는 사실은 무엇인가?

<원에서의 비례관계에 대한 성질의 엄밀한 증명 >

ㄱ.일반적으로 ‘한 원에서 두 현 AB,CD이 만나는 점을 P라고 하면

× =× 이다.’는 추측이 참인지 거짓인지 어떻게 확인할

수 있을까?모든 원의 × =× 가 성립하는지 측정해보

아야 하는가?그러나 모든 원과 현을 다 그려 보고 측정하는 것은 불

가능하다.

ㄴ.일반적으로 항상 성립하는 사실을 이용하여 ‘한 원에서 두 현 AB,

CD이 만나는 점을 P라고 하면 × =× 이다.’는 성질을

증명해 보자.
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㉠ 주어진 명제를 가정과 결론으로 나눈다.

가정:한원에서 두 현 AB,CD가 만나는 점이

P이다.

결론:× =× 이다.

[그림29]

㉡ 결론이 성립하기 위한 조건을 찾아낸다.

㉡-1:× =× 임을 어떻게 이끌어낼 수 있을까?

㉡-2:삼각형의 닮음을 이용하자

㉡-3:선분AP과 선분 PB가 선분 CP와 선분

PD를 포함하는 두 삼각형을 만들어 보

자.

㉡-4:선분AC,선분BD를 그어 두

△PAC과 △PDB를 만들자.

㉡-5:여기서 삼각형 △PAC과 △PDB이
[그림30]

닮음이면 닮음비  가성립하여,

× =× 이다.

㉢ 가정에서 결론이 성립하기 위한 조건과 관련된 사항(정의,성질 등)을

생각해 낸다.

㉢-1:△PAC과 △PDB가 닮음인가?

㉢-2:∠APC=∠DPB (맞꼭지각의 성질)

∠CAB=∠BDC(원주각의 성질)
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‘한 원에서 두 현 AB,CD이 만나는

점을 P라고 하면 × =×

이다.’

(AA 닮음조건)에 의해

△PAC과 △PDB가 닮음이다. [그림31]

㉣ ㉡과㉢에서 생각한 것으로 증명의 과정을 차례로 설명해 나간다.

원의 현에 대한 교점을 점P라 하면,

△PAC∽△PDB이다.

왜냐하면 ∠APC=∠DPB (맞꼭지각의 성질)

∠CAB=∠BDC(원주각의 성질)

그러므로,△PAC∽△PDB이고,닮음비  가

성립하여 × =× 이다.
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Ⅳ.결론

본 논문은 문제해결력과 더불어 제반 고등 사고 능력을 함께 포함하는 수

학적 힘의 신장을 수학과 목표로 하고 이를 개발하기위한 가장 중요한 역할

을 하는 것이 바로 증명이라고 보았다.학교 수학에서의 증명은 연역적 추론

능력을 개발하고,수학적 이해를 증진시킴으로써,수학적으로 사고하는 힘을

육성하는 데 많은 도움을 준다(나귀수,1998).그러나 실제 기하교육은 실생

활과 밀접한 관계를 유지하며 발전되어 왔으면서도 학생들이 가장 어렵게 느

끼고 흥미를 잃는 부분이다.이는 증명 교육이 교사가 해당 명제의 증명을

학생들에게 설명하면,학생들은 이 증명을 모방하는데 그치는 단순히 암기하

는 증명 수업을 하기 때문이다.본 논문은 이러한 증명 수업을 학생들이 효

율적으로 학습하기 위한 개선 방안으로 본격적인 증명 이전에 풍부한 구체적

활동과 역동적인 수학적 사고 활동으로서의 증명지도와,재발견의 경험,실행

수학과 증명에 대한 사회적 관점을 완화시켜 증명을 경험할 수 있는 소그룹

활동을 제공하는 것을 제안하였다.

특히 증명을 본격적으로 지도하기 전에 제공하는 풍부한 구체적 활동으로

GSP를 이용하여 도형의 성질에 대한 학습 자료를 연구해 보고 이를 단순한

직관적 관찰에서 멈추는 것이 아니라 도형의 성질을 발견하고 이를 엄밀한

증명까지 연결할 수 있는 수업자료를 연구해 보았다.

마지막으로 본 연구에서 연구한 교육 자료를 가지고 직접 적용해 볼 기회

를 가지지 못해 현장 교육에 적용했을 때의 좋은 점과 미비한 점 등은 기술

하지 못하였으나,후속 연구를 통해 실제 교육현장에 적용,수정 및 보완을

하고자 한다.
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ABSTRACT

A Study on Teaching Methods ofeffective learning in

Geometry by Using The Geometer's Sketchpad forthe

Third Grade students in Middle Schoolin the partof

“propertiesofCircle”.

Park,Guenae

MajorinMathematicsEducation

TheGraduateSchoolofEducation

SungshinWomen'sUniversity

SupervisedbyShim,Seong-A Ph.D

Theaim ofthisstudyisdevelopingmeaningfulteachingmethodby

usingDynamicGeometrySoftwareinthedesirablegeometricalproof

learning focusingonteachinginactivitywayinsteadofone-side,

passivewayofteacher-orientedmethod.Thematerialweredesigned

to connectinstinctive observation,understanding and finding the

propertiesofaplanefiguretodeductiveproofs.

Developed teaching aidswhich can help to achievethisgoalare

follows.



1.Materialforteaching theunitof"Circle"thatstudentshave

difficultyonstudyingespeciallybyusingGSP.

2.Notonly instinctiveobservations butalsofinding ofaplane

figures by the Questions which help studentsto find itby

themselves.

3.To add deductive proofs by using instinctive observation,

understanding and finding the characterofa plane figure to

levels.

Thisstudyisexpectedtohelpdevelopingstudents'motivationand

interestsinthepracticalteachingbyusingdevelopedmaterialinthis

study.However,itwas notchance to run materials in practical

instructions.Therefore,therearenotdescriptionsof itsstrengths

andweaknesses,itwillbeappliedinpracticalinstruction,amended

andcomplemented byfollowingstudies.
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